Drugi kolokvij - PDE(VSS) Resitve
. Podana je valovna enacba
U — Ugy = 1, —00 < x <00, t>0,

in pogoja u(z,0) = = in u(z,0) = 2. Poisdi resitev:
a) Z D’Alembertovo formulo.

b) Z razvojem v vrsto.

Resitev: Uporabimo standardne oznake iz D’alembertove formule:
c=1, f(z) =z, g(xr) = 2% in F(z,t) = 1. ReSitev je vsota treh delov

fle+t) - fle—1)

Uy = 9 =T
1 fatt 3
uz=g5 | g(s)ds = %t + 3
1 rt x+(t—7)
ung/ dT/ F(¢,m)d¢ = t2.
2 Jo x—(t—7)

Isti rezultat dobimo tudi z razvojem u = Y0 ¢, (2)t". 1z zacetnih
pogojev vemo, da je co(x) = x in ¢;(x) = 2. Ostale ¢lene razvoja
dolo¢imo z rekurzivno zvezo, ki jo dobimo iz diferencialne enacbe

2c9(z) = cp(x) + 1,

(n+2)(n+ ey (z) =cr(x), zan > 1.
Resitev je torej u(x,t) = x + x%t + 2 4 513
. Z uporabo Fourierieve transformacije poisci resitev toplotne enacbe
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Up — Uz = 0, p.p. u(z,0)=¢ 2.
Resitev: Naj bo U = F(u). Tedaj velja
Ut + SL’QU =0.

Splosna resitev zgornje diferencialne enacbe je U = C'(x)e .
Funkcijo C(z) dolo¢imo z upostavnjem zacetnega pogoja

C(z) =U(x,0) = F(u)(z,0) = ]:(e_é) — V2re %



Dobimo U = /2re~(t+1/27% Ker je funkcija U soda, je resitev
osnovne enache

1 1 2
- FU) = —— W
on? V) = 5re

Opomba: v nalogi smo uporabili rezultat, ki smo ga izpeljali na vajah:

F (e_mg) = \/Ze_i.

. S separacijo spremenljivk poisc¢i resitev enacbe

u=F 1)

Upy +Uyy =0, 0<x,y <,

um(07y):ux(7ray):()a OSySTF,

u(z,0) =u(x,m) =cosz, 0<z<m.

Resitev: Z nastavkom u = X (z)Y (y) pridemo do enacb

X// Y//
Xy Hek

Homogeni robni pogoj pove:
uz(0,y) = ux(m,y) = 0= X'(0) = X(7) = 0.

7 obravnavo vseh moznosti ugotovimo, da resitev obstaja v primeru,
ko je =0, in sicer X = A, in v primeru, ko je p = —k?, k € N, in
sicer Xy, = Ay cos(kx). V obeh primerih obravnavamo tudi enac¢bo za
funkcijo Y in dobimo: Y = By + C, ko u =0, in Y}, = Be® 4 Cre™¥
za k € N. Splosna resitev enacbe je torej

u(z,y) = Dy+E+ (Dkeky + Eke_ky) cos(kx).
k=1
Sedaj upostevamo Se robni pogoj:

u(z,0) = E+ i (Dg + Ey) cos(kz) = cos(z),
k=1

u(z,m)=Dr+E+ > (Dkek” + Eke’k”) cos(kx) = cos(z).
k=1

Ugotovimo, da je E =D = D = E, =0 za k > 2 in da sta
koeficienta D; in E; reSitev sistema

D1 + El =1in Dle” + Eleiﬂp =1.



4. Podan je funkcional

Fo)= [ Dl o)z, b yla) = A, o) = B.

a) Pokazi, da je funkcija y = y(x) njegova stacionarna tocka
natanko tedaj, ko sta izpolnjena pogoja

d (0L d? (oL ) oL oL
— | — | = — mn 7|a::a — 7|$:b = 0.
dz \ oy’ da? \ 9y” oy oy

sV Ve

Lz, y,y) =1+ W)+ ¥")* a=0,b=1in A=B=2.

Resitev: Funkcija y = y(x) je stacionarna tocka, ko je odvod

o1
dF(y) = lim = (F(y + ¢h) = F'(y)) = 0.
Za dopustno variacijo h € C*([a,b]) mora veljati pogoj
h(a) = h(b) = 0. Prek Taylorjevega razvoja in integracije per partes
dobimo za dF(y) naslednji izraz

. 1 p (oL , oL _, b(foL , OL_,
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Ker mora veljati za poljubno variacijo h, je to ekvivalentno zgoraj
navedenim pogojem.

V primeru, ko je L =1+ (y')? + (y”)* dobimo navadno
diferencialno enacbo

y" —y" =0 p.p. y"(0)=y"(1) =0in y(0) = y(1) = 2.

Splosna resitev je y = Ax + B + Ce” + De™", iz pogojev pa
ugotovimo, da morajo biti A =C' =D =0 in B = 2. Ker velja

Mo = {0 (o) € D) =Rt = | 2 3 |,

sta tako funkcija L kot mnozica M, konveksni. To pomeni, da je
funkcija y = 2 minimum funkcionala.



