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1. (20) V skupini otrok imamo n deckov in n deklic. Otroke bi radi razmestili po
parih, tako da dobimo n parov.

a. (10) Na koliko na¢inom lahko otroke razmestimo po parih, tako da bodo pari
mesani po spolu?

Resitev: Razmisljamo po osnovnem izreku kombinatorike. Decke ostevilcimo z
1,2,....n. Ko prvemu decku izbiramo partnerko, imamo na izbiro n deklic, ko
drugemu, imamo na 1zbiro n — 1 deklic, ... Sledi, da je moznih razmestitev n!.

b. (10) Presteti zelimo Se vse razmestitve po parih ne glede na spol. Uporabite
naslednji algoritem: 2n deckov in deklic ostevilcite z 1,2, ..., 2n. Najprej otroku
1 izberite partnerja. V naslednjem koraku izberite partnerja otroku, ki Se nima
partnerja, ima pa najmanjSo stevilko med preostalimi otroci. Postopek nadalju-
jte, dokler vsem otrokom ne dodelite partnerja. Primer izbire s takim algorit-
mom:

(1,5),(2,3),(4,8),...
Prestejte vse razmestitve.
Resitev: Prvemu otroku lahko izbiramo partnerja med 2n — 1 otroki. Na nasled-
njem koraku otroku z najmanjso stevilko lahko izberemo partnerja na 2n — 3

nacinov. Postopek nadaljujemo, dokler ni na izbiro en sam otrok. Po osnovnem
wzreku kombinatorike je vseh izbir

2n—-1)2n—-3)---3-1=
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2. (20) Dogodki A, B in C naj bodo neodvisni z verjetnostmi py, ps in ps.
a. (10) Izracunajte verjetnost, da se zgodita natanko dva od treh dogodkov.
Resitev: Iskani dogodek oznacimo z H. Zapisemo lahko kot
H=(ANBNCYUANB°NC)UA°NBNC).

Dogodki v uniji so disjunktni, zato lahko verjetnosti posemzenih dogodkov seste-
jemo. Ce upostevamo Se neodvisnost, sledi

P(H) = P(ANBNCY)+P(ANB°NC)+ PA°NBNC)
= P(A)P(B)(1-P(C))+ P(A)(1 - P(B))P(C)+
+(1 - P(A))P(B)P(C)
= P12 + P1P3 + P2ps — 3p1PaPs -

b. (10) Izracunajte pogojno verjetnost, da se zgodita natanko dva dogodka pri
pogoju, da se niso zgodili vsi trije dogodki hkrati.

Resitev: Oznac¢imo z H dogodek, da sta se zgodila natanko dva dogodka, s K pa
dogodek, da se niso zgodili vsi trije dogodki hkrati. Velja

K =A°UB‘UC".

Opazimo, da je H C K. Racunamo

P(HNK)
P(HIK) = Sps
_ P(H
~ P(K)
_ Dip2 + p1p3 + P2p3 — 3p1P2ps
1 — pipops

Upostevali smo, da je

P(K)=1-P(K°)=1-P(ANBNC).
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3. (20) Srecke pri loteriji so ostevilcene od 000000 do 999999. Izzrebana bo natanko
ena Stevilka, vse mozne Stevilke pa imajo enako verjetnost, da bodo izbrane. Vse
srecke zadenejo, dobitek pa je odvisen od Stevila Stevk, ki se na istih mestih ujemajo.
Ce je bila, recimo, izzrebana stevilka 431515, nada srecka pa ima Stevilko 451038, se
ujemata dve Stevki (prva in tretja). Vsaka Stevka vec, ki se ujema, pomeni desetkrat

a. (10) Ko kupite srecko, bo va§ dobitek slu¢ajna spremenljivka X. Izra¢unajte
porazdelitev X.

Resitev: Dobitek bo al0*, ¢e se bo ujemalo k Stevk za k = 0,1,...,6. Naj bo
Y Sstewvilo stevk, ki se bodo ujemale z izZrebano Stevilko. Ker so posmezne Stevke

neodvisno izbrane, bo imela slucajna spremenljivka Y binomsko porazdelitev z
Y ~ Bin(6,1/10). Sledi

P(X =al0f)=P(Y =k) = (Z) (f—o)k (%)H :

b. (10) Izracunajte matemati¢no upanje E(X).

Resitev: Matematicno upanje izracunamo po definiciji.

E(X) = a)_ 10*-P(X =10
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4. (20) Naj bo Zy, Zy, ... proces razvejanja z
1+s

G(s) = 5 -

Definirajte W, = Zy+ Z1 + - - - + Z,. Oznacite
Hn(s) = GWn (8) °
Za rodovne funkcije H,, velja rekurzija

H,11(s) = sG(Hy(s)) -

a. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da za n > 1 velja
s

H,(s) o

(2n—1 + 2n—28+ 2n—3s2 et 2871—2 + Sn—l + Sn) )

Resitev: Formula drzi za n =0 inn = 1. Predpostavimo, da formula drzi za n.
Racunamo

Hynls) = §(1+Hn(s))

= % (1 o (2 2 2 2 R 25 2 g Sn))

on
= 2n8+1 (2” + S((2n—1 + 271,—28 + 2n—382 R 28n_2 + sn_l + Sn))
= 2n8+1 (2n + 271,718 N 287171 + s" + 8n+1) -

b. (10) Izracunajte E(W,).
Namig: Matematicno upanje je linearno.
Regitev: Velja
EW,) = E(Zy) + E(Z) + -+ E(Z,).

Iz rekurzije
1+ Gy(s
Gni1(s) = #()

sledi, da je
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5. (20) Za celostevilski slu¢ajni spremenljivki X in Y naj velja

PX=hY =1 T cejek=1=0
=K, = = nk—1 — K+l . . .

ety M) (1 o s 0l > 0
Ce je | = 0, interpretiramo izraz k(k +1) - -- (k 4+ 1 — 1) kot 1. Kot znano privzemite,
da je

i": k(k+1)---(k+1-1) (1 ka’“— 1 \"

l! 4 \2-z

1=0

za |z| < 1.

a. (10) Izracunajte porazdelitev slu¢ajne spremenljivke X.

Resitev: Iz definicije porazdelitve X in'Y razberemo, da je

n
14+n’

P(X =0)=

Za k > 0 racunamo robno porazdelitev. Dobimo

P(X =k = iP(X:k,Y:l)

- ikkﬂ (k;+l—1) 1\
o 1_|_n)k+1 pn 4

b. (10) Izrac¢unajte E(Y|X = k) zavse k =0,1,2,....
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Resitev: Iz definicije sledi E(Y|X =0) =0. Za k > 0 racunamo

M2

EY|X=k) = IP(Y = I|X = k)

l

0

l

k(k+1)--l-!(k+l— 1) <1>k+l

I
M2

4

e ()
ARG
= klio; (k+1)---l§k+l—1) | G)kﬂu
_ % 21_1>k+1

= k.
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6. (20) Dva strastna igralca na sreco igrata ruleto v neskonénost. Ruletni cilinder ima
37 izsekov, od katerih je 18 rdec¢ih, 18 ¢rnih in 1 zelen. Prvi igralec vedno stavi $1
na rdece, drugi pa vedno stavi $1 na stevilko 17, ki je érna. Cisti dobicek po eni igri
je v primeru zmage za prvega $1, za drugega pa $35, v nasprotnem primeru pa oba
izgubita stavo.

a. (10) Aproksimirajte verjetnost, da drugi igralec po 1000 igrah nima izgube.

Resitev: Dobicek drugega igralca po 1000 igrah je kot vsota 1000 med sabo neod-
visnih sluéajnih spremenljivk z matematicnim upanjem p = —1/37 in varianco
0® =36-(1/37)(1—1/37). Oznacimo dobicek po 1000 igrah s Sigee- Po central-
nem limitnem izreku lahko verjetnost aproksimiramo s

S1o00 — 4 - 1000 V1000
P(S100 20) = P(lmzm%.a > -+ p—

P(Z >0,88)
= 0,19.

Q

. (10) Oznacite z X, ¢isti profit prvega igralca po n igrah, z Y, pa profit drugega
igralca po n igrah. Izracunajte

lim P(Y, > X,) = lim P(Y, — X, > 0).

n—oo n—oo

Utemeljite vas razmislek.

Namigi: Napisite Y, — X,, = > ¢, (Uy — Vi), kjer je Uy, éisti profit prvega igralca
v k-ti igri in Vi ¢isti profit drugega igralca v isti igri. Slucajne spremenljivke
Ui, — Vi so med sabo neodvisne z enako porazdelitvijo in var(Uy — Vi) = 1368/37.

Regitev: Nagprej opazimo, da je E(Uy) = E(Vy,) = —1/37, zato je E(Upx—Vj,) = 0.
Oznacimo o® = var(Uy — Vi,). Oznacimo S, = > p_,(Up — V). Centralni limitni
1zrek pravi

S,
lim ,P(—— >0)=P(Z>0).
P g 20 =P 20)
Opazimo
S,
P(2" >0)=P(S,>0)= P(Y, > X,,).
(W%_ ) =P(S, =2 0) = P(Y, > X,)
Sledi

1
lim P(Y, > X,) = ;.

n—0oQ



