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1. (25) V zavarovalnistvu prihodnjo zivljenjsko dobo zavarovanca razumemo kot
slu¢ajno spremenljivko 7' z zvezno porazdelitvijo z gostoto fr(t). Ena od pogosto
privzetih gostot je Gompertzova, dana z

frlt) = ¢ exp (—Ct - 1)

logc

za konstanto ¢ > 1 za t > 0.
a. (15) Izracunajte verjetnost P(k < T < k + 1) za celo §tevilo k£ > 0.

Resitev: Izracunati je potrebno

k+1

fr(t) dt,
k

. .- . .. t__
kar najlazje storimo z uvedbo nove spremenljivke x = fogi, dz = ¢ dt:

k+1 ct—1 (cFt1-1)/loge
/ ¢t exp (— > dt = / e *dx
k IOgC (ck—1)/logc

— e—(c"’—l)/logc _ e—(c"’—l)/logc.

b. (10) Izratunajte matemati¢no upanje E(cT).
Resitev: Podobno kot v tocki a. rac¢unamo:

[ele} t _ 1 o0
E[cT] = / c'-c'exp (—C ) dt = / (zloge+1)e ™ dx
0 0

logc
= logc-T'(2)+T(1)
= logc+1.
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2. (25) Naj bo X ~ Bin(n,1/2). Za slucajni spremenljivki X in Y naj za k =
0,1,2,...,n velja

—k
P(X =kY =k+1)=P(X =k). —,

n
P(X:k,Y:k—l):P(X:k)-%
in P(X=kY=1[0)=0z k-1 >1
a. (10) Poiscite porazdelitev slu¢ajne spremenljivke Y.
Resitev: Porazdelitev Y najdemo kot robno porazdelitev. Velja

PY=0)=PX=1+1Y=0)+P(X=1-1Y=1).

Racunamo
n ' n
B n lnl+1+ n lnn—l—l-l
- U+1)\2 n 1-1)\2 n

Upostevali smo Pascalovo identiteto in interpretirali simbol (::1) kot 0, ko je m >
n ali m < 0.

b. (15) Izracunajte cov(X,Y).
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Resitev: Vemo, da je E(X) = E(Y) = n/2. Potrebujemo Se E(XY). Racunamo

=
>

=
I

Sledi

\E

(k(k+1D)P(X =k, Y =k+1)+k(k—1)P(X =k Y =k —1))

ES
Il
o

NENANGE
>

k(k+1)P(X = k)~ - b k(- 1)P(X = k)%)

ES
Il
)

(X=k)-(k+1)(n—k)+ (k—1)k)

Bl
Il
=)

B

k=0

% (n k(k +1)P(X = k) — 2 kQP(sz)>
k=0 k=0

(o))

n 4 4 2 4 4

n? 3n 1

4 4 2
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3. (25) V matemati¢ni genetiki se pojavi naslednja naloga: vsak od N = a+ 3+ v
posameznikov je tipa AA, AB ali BB (tipa AB in BA obravnavamo kot enaka). Pri
tem jih je a tipa AA, B tipa AB in v tipa BB, pri ¢emer tip BA obravnavamo kot
AB. Ko pride do naslednje generacije, se geni vsakega od N posameznikov razbijejo na
sestavna dela A in B in se povsem naklju¢no spet sestavijo po parih. Bolj natané¢no,
imamo 2a+ 3 genov A in 5+ 27 genov tipa B. Vseh teh 2N genov se povsem naklju¢no
skombinira v N novih posameznikov s po dvema genoma.

a. (10) Oznacite novo nastale posameznike z Stevilkami 1,2,..., N. Izratunajte
verjetnosti P(posameznik k je tipa ) za x € {AA, AB,BB}.

Resitev: Zamislimo si, da posameznik pridobi svoja gena tako, da nakljucno seze
v skatlo z vsemi 2N geni in izbere dva brez vracanja. Verjetnost, da bo izbral
dvakrat A je

20+ 2a+p-1
2N 2N —1

P(posameznik k je tipa AA) =

Podobno dobimo
P(posameznik k je tipa AB) =
_2a+ﬂ.ﬁ+?y+ﬂ+?ﬁ2a+5_5+2f2a+ﬁ
2N 2N -1 2N 2N-1 N 2N-1’

mn

) . B+2y B+2y—1
P BB) = .
(posameznik k je tipa BB) 5N ON — 1

b. (15) Naj bo X stevilo posameznikov tipa AA, ki so nastali z nakljuénimi kombi-
nacijami, Y §tevilo posameznikov tipa AB in Z §tevilo posameznikov tipa BB.
Izracunajte E(X), E(Y) in E(Z).

Resitev: Problema se lotimo z indikatorji. Definirajmo

| 1 ce je posameznik k tipa AA
7 0 sicer

Veljao X = I, + --- 4+ In. Poleg tega je vsak I, Bernoullijeva slucajna spre-
menljivka, katere parameter smo izracunali v a. Sledi

20+ 2a+p-1
2N 2N —1

E(X)=NE(l;)=N

Podobno izra¢unamo tudi E(Y) in E(Z).
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4. (25) Naj bodo Xj, Xs, ... nenegativne celostevilske slu¢ajne spremenljivke, za katere

velja
1 k+1

za k> 0in

(kn_l)kn
2kn—1+kn . kn! ’

P(Xlzkl,...,Xn:k'n) :P<X1 :kla---aXn—l :kn—l)'
kjer za poljuben a velja (a)o =11in (a)y =ala+1)---(a+k —1) za k > 0.
a. (15) Poiscite porazdelitev vsote X; + Xo.

Resitev: Po splosni formuli velja

P(Xi=kX,=1)=P(X1=k)- (£ <l)k+1 (B (k)

9 CokHlL 1 T 92k L]

Zato je
1
P(X1+X2:0):P(X1:O,X2:O):E

mzan >0

P(Xi+Xy=n) = Y P(Xy=kXs=n—k)

k=0

- 3 gl

- 22k+(n—k)+1 . (p — k)!
k=1

_ z”:k(k+1)---(k+(n—k)—1)

£ QRFnHL . (n — k)|

_ " (n—1)!
N Z 2ktn+l . (K — 1)!(n — k)!

k=1

o\ 2 E—1 2
k=1
1 n+2 3 n—1
N (5) (5)
3n—1
22n+1'
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b. (10) Z matemati¢no indukcijo pokazite, da za slu¢ajno spremenljivko X, velja

-1

i
P =0 = g5
zal=1,2,...1in
n
P(X, =0) = —

Namig: Za |z| < 1 velja

o0
N
Z lx - 1—3:)”1

Regitev: Trditev velja za n = 1. Iz splosne formule vidimo, da velja

k
PXp1=kX,=1)=P(Xp_1=k)- 2k(+l)f T

Porazdelitev X,, dobimo s sestevanjem po k. Naj bo najprej I > 0. Ker je
P(X,1=0,X,=1)=0, velja

P(X,=1) = iP(Xn_l =k X,=1)

N _ ():
= ZP(Xn—1—k)'m

Oo’n,—lkil k),
=Z( o

nk+1 ok+l . ]
k=1
n—1\"
- 2l n _ 1 i Z ( )
_ 1 o u2
2p(n — 1)1 (1-— "2;1)”1
B nl-1
BCESGE
Ker je
[e's) - 1
> P =0 =
= 1- n—+1 n +1
sledi P( 0) =4



