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pa imate 90 minut.
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1. (25) Za celostevilske slucajne spremenljivke X, X1, ... naj velja
1
P(Xni1 =k + 11Xy = k) = P(Xp = k= 1|X, = k) = 5

za vse k € Z. Predpostavite, da je P(Xy, =0) = 1.

a. (10) Izracunajte
E (| Xn41|| X0 = k)

za k € 7.

Regitev: Po formuli je

E(fM)|X =2)=) yP(Y =y X =1).

y
V nasem primeru je f(y) = |y|. Sledi

k k 0
E (| Xy || X5 = k) :{ |1| jgkio

b. (15) Pokazite, da velja

E(1Xa]) = P(Xn1 = 0) + P(Xp_s = 0) -+ P(Xo = 0).

Resitev: Racunamo po formuli za popolno matematicno upange.

E(X,]) = Z E (‘XnHanl =k)P(Xp1= k)

= > |kl P(Xp 1 =k)+ P(X, 1=0)

= E(|Xp-1])+ P(Xp-1=0).

Formula, ki jo moramo dokazati, sledi po indukciji.
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2. (25) Naj bodo X, Y in Z med sabo neodvisne slu¢ajne spremenljivke z X ~
Geom(1/2), Y ~ Geom(1/3) in Z ~ Geom(1/4).

a. (10) Izracunajte rodovno funkcijo vsote W =X +Y + Z.

Resitev: Vemo, da je za geometrijsko slucajno spremenljivko s parametrom p

rodovna funkcija enaka
ps
G =

kjer je ¢ = 1 — p. Rodovna funkcija vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk je
enaka produktu posameznih rodovnih funkcij, zato

Gw(s) = GX(S)'Gy(S)'Gz(S)
s/2 s/3 s/4
1—5s/2 1—2s/3 1—3s/4

83

(2—35)(3—2s)(4—3s)

b. (15) Pokazite, da je

s° 453 9s®
(1—s/2)  3(1—2s/3) " 8(1—3s/4)

Gw(s) = 1

in dokazite, da jeza k =0,1,...
1\ /1\* 74\ /2\*  [9) /3)\*
P = = — — — — — — — B
w=i+a-(3)(2) -6)G) ~ () ()

Namig: Za |z| <1 je

Resitev: Prvo trditev dokazmo tako, da damo ulomke na skupni imenovalec in
preverimo enakost. Za drugi del upoStevamo, da za |z| < 1 velja
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Ce razvijemo v vrsto posamezne c¢lene dobimo

[ee) [ee) k 00 k
Guls) = iz(g)’“sa_gkz@i) +§Z(3Z) 8
0 =0

OO0

Verjetnost P(W = k + 3) preberemo kot koeficient pri s**3.
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3. (25) Naj bo Zy, Zy, Zs, . .. proces razvejanja, za katerega velja

2

G(s) = G (s) = % 422

[SUNN )

a. (15) Izracunajte verjetnost, da proces razvejanja izumre najkasneje v tretji gen-
eraciji. Bolj to¢no to pomeni, da iS¢emo verjetnost, da je ze tretja generacija
prazna.

Regitev: Iskana verjetnost je P(Z3 = 0) = G3(0). Racunamo po vrsti

12 , 11 8 , 8,

G2(S)—3+3 G(s) =5 278 +27s.
Nadlajujemo

Gs(s) = G2(G(s))

118 - A

= o7 Top G+ 537Gl

_ol 81 a4, 4\

AR AU

— s+ st s+

8 (1. 8, 24, 32, 16,
27 \81 ' 81" 810 81 81" )"

Vstavimo s = 0 in sled:
b. (10) Izracunajte

Resitev: Opazimo, da je
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Vemo, da velja

torej je

Ker je G(1/2) =1/2, je

Veljalo bo torej
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4. (25) Znani angleski statistik M. G. Kendall v svojem obseznem ¢lanku The Random
Character of Stock Market Prices pravi:

... dnevno zaporedje cen delnic zgleda “blodece”, kot da bi nek skrat vsak
dan nakljucno izbral Stevilo iz velike Skatle, ki ima povprecje 0 in nek
standardni odklon, in to izbrano Stevilo pristel ceni delnice prejSnega dne.

Predpostavite, da je povprecje Skatle res 0, standardni odklon pa 1. Razlika cene
delnice na zacetku leta in na koncu leta je tako enaka vsoti 365 naklju¢no izbranih
Stevil iz te Skatle.

a. (15) Recimo, da je bila cena delnice na zacetku leta enaka 150 (v ustreznih
enotah). Koliksna je priblizno verjetnost, da bo na koncu vredna 160 ali vec¢?

Resitev: Potrebno je izracunati verjetnost, da bo vsota 365 nakljucno izbranih
Stevil iz skatle enaka 10 alii ve¢. Z uporabo centralnega limitnega izreka racunamo

P(Sass > 10) = P >
(S5a5 = 10) <\/365 = /365

~ P(Z>0,52)
= 0,30.

b. (10) Nekdo vam ponuja naslednjo stavo: ¢e bo cena delnice na koncu leta 110
ali vec, ti placam 20 enot, ¢e ne pa ti meni placas 5 enot. Na zacetku leta je
vrednost delnice 100. Kaj menite o tej stavi?

Namig: Koliksen je vas pricakovan dobicek?

Resitev: Najprej izracunamo verjetnost, da bo vrednost delnice na koncu leta 110
ali ve¢. Podobno kot v a. rac¢unamo

P(Sss= >10) = P >

(S565 = 10) (\/ﬁ Z T
~ P(Z>0,52)
= 0,30.

Torej bo nase izplacilo z verjetnostjo 0,3 e nako 20, z verjetnostjo 0,7 pa —5.
Pricakovano izplacilo je 2,5. Stavo s pozitivnim pricakovanim izplacilom seveda
vedno sprejmemo.



