
ANALIZA II5. april 2006Vpisna ²tevilka:Ime in priimek:Predavalnia: Vrsta: Sedeº:1. Poi²£i vse re²itve ena£be (z − i)4 = z4 in jih nari²i.Re²itev:
(z − i)4 = z4Ker z = 0 o£itno ni re²itev, je zgornja ena£ba ekvivalentna naslednji.
(z − i

z

)4

= 1I²£emo torej vse £etrte korene enie. To bo ²e bolj o£itno, £e uvedemonovo spremenljivko
ξ =

z − i

z
.Najprej torej re²imo ena£bo

ξ4 = 1 .Re²itve so znane.
ξk = cos

kπ

2
+ i sin

kπ

2
, k = 0, 1, 2, 3 .Konkretno zapisano, ξ0 = 1, ξ1 = i, ξ2 = −1 in ξ3 = −i. Re²itve za ztorej dobimo z re²evanjem naslednjih ena£b:
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z
= 1,

z − i

z
= i,

z − i

z
= −1 in

z − i

z
= −i.Prva ena£ba nima kon£ne re²itve(z → ∞), iz ostalih treh pa dobimore²itve

z1 =
i

1 − i
, z2 =

i

2
in z3 =

i

1 + i
.



2. Ugotovi za kak²en kot je zarotirana parabola
x2 + 2xy + y2 +

√
2x −

√
2y = 0in jo nari²i.Re²itev: Koordinatni sistem bomo zavrteli za kot φ, ki ga bomo izbralitako, da bo v zavrtenem koordinatnem sistemu parabolo opisovala £im-bolj enostavna ena£ba. To storimo s pomo£jo novih koordinat.

x = X cos(φ) − Y sin(φ)

y = X sin(φ) + Y cos(φ)Nove koordinate vstavimo v ena£bo in malo uredimo.
X2(cos φ + sin φ)2 + 2XY (cos2 φ − sin2 φ) + Y 2(sin φ − cos φ)2 + · · ·

· · · +
√

2X(cos φ − sin φ) −
√

2Y (cos φ + sin φ)Koristilo bi, £e me²ani £len ne bi bil prisoten. Zato si izberimo tak kot
φ, da bo koe�ient pri me²anem £lenu ni£elen. Re²iti moramo torejtrigonometri£no ena£bo

cos2 φ − sin2 φ = 0Hitro uganemo eno re²itev (ostale nas ne zanimajo, potrebujemo leenega izmed moºnih zasukov koordinatnega sistema): φ = π/4. Do-bljeni zasuk vstavimo v ena£bo parabole in dobimo preej pohlevnoena£bo.
Y = X2Dobljene parabole ni teºko narisati.
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3. Dana je krivulja r = 2 cos ϕ.

• Zapi²i ena£bo krivulje v kartezi£nih koordinatah in jo nari²i.
• Za katere ϕ je krivulja vzporedna s koordinatno osjo y.
• Izra£unaj plo²£ino krivo£rtnega trikotnika, ki ga omejujejo krivu-lja in poltraka ϕ = 0 ter ϕ = π/4.Re²itev: Najprej poglejmo de�niijsko obmo£je. Nespodobno bi bilo to-lerirati negativen radij, zato argument ϕ omejimo na interval [−π/2, π/2].Seveda smo opazili, da je krivulja periodi£na s periodo 2π. Kartezi£nekoordinate dobimo iz polarnih z znano formulo:

x(t) = r(t) cos t, y(t) = r(t) sin t .Krivulja se v kartezi£nih koordinatah torej glasi
x(ϕ) = 2 cos2 ϕ, y(ϕ) = sin 2ϕ .Nari²imo ²e skio. Da res pride kroºnia, se lahko prepri£amo tudi zra£unom (2 cos2 ϕ − 1)2 + (sin 2ϕ)2 = 1.
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Krivulja je vzporedna z y osjo v to£kah, kjer se x koordinata lokalnone spreminja, torej x′(ϕ) = 0.
x′(ϕ) = −2 sin 2ϕ = 0

2ϕk = 0 + kπ, k = −1, 0, 1, 2

ϕk =
kπ

2
, k = −1, 0, 1



Re²itev ϕ = π smo izpustili, ker ne leºi v de�niijskem obmo£ju.Plo²£ino najlaºje izra£unamo iz polarnega zapisa.
S =

∫ π/4

0

r(t)2 dt =

∫ π/4

0

4 cos2 t dt = 4

∫ π/4

0

1 + cos t

2
dt = π/2 +

√
2



4. Kam se s preslikavo
z 7→ 1

z − ipreslika obmo£je D = {z ∈ C : Imz > 0 in |z − 2i| > 1}?Re²itev: Najprej nari²imo za£etno obmo£je.
-3 -2 -1 0 1 2 3

00

-1

0

1

2

3

4

Mejo za£etnega obmo£ja sestavljata kroºnia in premia. Najlaºja potje ugotoviti, kam se s preslikavo preslikata meji. Ker imamo opravkaz lomljeno linearno transformaijo, se kroºnie preslikajo bodisi v kro-ºnie bodisi v premie in podobno tudi premie. Kroºnio v ravnininatanko dolo£ajo tri to£ke. Zato na vsaki meji obmo£ja izberimo potri to£ke in poglejmo, kam se preslikajo.Na kroºnii naprimer izberemo to£ke i, 1 + 2i in 3i. Njihove slike so(po vrsti) ∞, (1 − i)/2 in −i/2. Slike leºijo na premii, ki jo dolo£atazadnji dve to£ki.Na premii pa lahko izberemo to£ke −1, 0 in 1, ki se po vrsti preslikajov (−1 + i)/2, i in (1 + i)/2. Slike torej leºijo na kroºnii s sredi²£em v
i/2 in polmerom 1/2.Nedvomno se obmo£je med mejama preslika na obmo£je med mejama.Skia preslikanega obmo£ja torej izgleda nekako takole.
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