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Izjavni racun

Izjava je stavek, ki je bodisi resni¢en bodisi neresnien.

Vsak stavek ni izjava:

» Zapri vrata!

» Ta stavek ni resnifen.

Izjave

Izjave delimo po vsebini na
> resni¢ne (imajo vrednost 1) in
> neresni¢ne (imajo vrednost 0)
ter obliki na
» osnovne (tudi enostavne) in

> sestavijene.

Izjave

Zgledi osnovnih izjav:
» Zunaj sije sonce.
» Peter sedi na vrtu.
Zgledi sestavljenih izjav:
» Ce zunaj sije sonce, Peter sedi na vrtu.
» Peter sedi na vrtu in zunaj sije sonce.

> Ni res, da zunaj sije sonce.

Izjavni vezniki

Izjave sestavljamo s pomo&jo izjavnih veznikov (tudi izjavnih
povezav, logi¢nih veznikov).
Izjavni vezniki so:

> enomestni (npr. ne)

» dvomestni (npr. in, ali, &...potem. .., niti...niti...)

» tromestni,. ..



Izjavni vezniki

Resni¢nost sestavljene izjave je odvisna samo od resni¢nosti
sestavnih delov. Zato izjavne veznike definiramo s pomoc¢jo
resni¢nostnih tabel.

negacija —
konjunkcija A

>
>

» disjunkcija V
» implikacija =
>

ekvivalenca <

Negacija

Negacija izjave A, —A, beremo “Ne A".

—A je resni¢na natanko tedaj, ko je A neresni¢na.
Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:

Al-A
0] 1
1] 0

Negacija je enomestni izjavni veznik.

Konjunkcija

Konjunkcija izjav A in B, ozna¢imo jo z AA B, in beremo
“Ain B".

A A B je resni¢na n.t., ko sta obe izjavi A in B resni¢ni.
Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:

Disjunkcija

Disjunkcija izjav A in B, oznagimo jo z AV B, in beremo “A ali B".

AV B je resni¢na n.t., ko je vsaj ena od izjav A ali B resni¢na.
Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:




Implikacija

Implikacija izjav A in B, ozna¢imo jo z A = B, in beremo
“Iz A sledi B" “Ce A potem B" “A implicira B"

Izjavi A pravimo antecedens implikacije, izjavi B pa konsekvens
implikacije A = B.

A = B je neresni¢na samo v primeru, ko je izjava A resni¢na in
izjava B neresni¢na.

A= B

Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:

_ = O OoOl>

B
0
1
0
1

I—lOb—lI—lU,

Ekvivalenca

Ekvivalenca izjav A in B, oznadimo jo z A < B, in beremo

“A ekvivalentno B"

“A natanko tedaj, ko B"

“A, & in samo & B".

A & B je resnina n.t., ko imata obe izjavi A in B isto logi¢no
vrednost.

Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:

A B|AsB
0 O 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Izjavni vezniki

Konjunkcija, disjunkcija, implikacija in ekvivalenca so dvomestni

izjavni vezniki.

Dogovor o opuscanju oklepajev

Ce ni z oklepaji drugate naznateno, potem:

1. Negacija veZe mocneje kot konjunkcija,
konjunkcija veZe moéneje kot disjunkcija,
disjunkcija veze mo&neje kot implikacija in
implikacija veZe moc¢neje kot ekvivalenca.

2. Istovrstni (dvomestni) vezniki veZejo od leve proti desni.



|zjavni izrazi Tavtologija in protislovje

Osnovne izjave oznacujemo s &rkami p, q,r, ...
Namesto o izjavah govorimo o izjavnih izrazih.

1. Izjavni konstanti 0 in 1, ki jima pravimo tudi /aZ in resnica, sta lziavni i . g . . . .
L . zjavni izraz je tavtologija, ¢e je resnien pri vseh naborih vrednosti
1ZJavna l1zraza. . e . o . . .

) . L ) izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
2. Izjavne spremenljivke p, q,r,... so izjavni izrazi. liavni i . S . . .
v N oL, L zjavni izraz je protislovje, ¢e je neresnicen pri vseh naborih
3. Ceso A1, Ay, ..., A, izjavni izrazi in je F n-mestni izjavni L . . . .
" o E(Ar A ALY ixiavni i vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
veznik, potem je F(Ay, Az, Ay) izjavni izraz. Izjavni izraz je nevtralen, &e ni niti tavtologija niti protislovje.
Konstrukcijsko drevo in resni¢nostna tabela Enakovredni izjavni izrazi
Vsaksmu izjavnemu izrazu pripada konstrukcijsko drevo in Izjavna izraza A in B sta enakovredna, &e imata pri vseh naborih
resnicnostna tabela. vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost.

V tem primeru piSemo A ~ B.



Enakovredni izjavni izrazi Naloga

Izrek
Izjavna izraza A in B sta enakovredna natanko tedaj, ko je izraz
A & B tavtologija.

Pois¢i izjavni izraz s predpisano resni¢nostno tabelo:

p q r A
0 0O 0
0 01 1
010 0
011 1
1 00 1
101 1
110 0
1 11 1
Zakoni izjavnega racuna Disjunktivna normalna oblika

Disjunktivna normalna oblika (DNO) izjavnega izraza A je izjavni
izraz Apno, za katerega velja:

» A~ Apno
Nekateri pari enakovrednih izjavnih izrazov imajo posebna imena. » Apno je disjunkcija osnovnih konjunkcij.
To so zakoni izjavnega ratuna. Osnovna konjunkcija je konjunkcija izjavnih spremenljivk in/ali

njihovih negacij.

Apno lahko zgradimo tako, da za vsak nabor pravilnostne tabele,
pri katerem je izraz A resnilen, pripravimo eno osnovno
konjunkcijo. V njej nastopajo v tem naboru resni¢ne spremenljivke
in negacije v tem naboru laZnih spremenljivk.



Konjunktivna normalna oblika

Konjunktivna normalna oblika (KNO) izjavnega izraza A je izjavni
izraz Akno, za katerega velja:

> A~ Akno

» Axno je konjunkcija osnovnih disjunkcij.
Osnovna disjunkcija je disjunkcija izjavnih spremenljivk in/ali
njihovih negacij.
Axno lahko zgradimo tako, da za vsak nabor pravilnostne tabele,
pri katerem je izraz A neresnien, pripravimo eno osnovno
disjunkcijo. V njej nastopajo v tem naboru laZne spremenljivke in
negacije v tem naboru resni¢nih spremenljivk.

Kdaj KNO in DNO

Trditev
Visak izjavni izraz, ki ni protislovje, ima DNO.
Visak izjavni izraz, ki ni tavtologija, ima KNO.

Posledica
Za vsak izjavni izraz A obstaja enakovreden izjavni izraz B, ki
vsebuje samo veznike =, A\, V.

Polni nabori izjavnih veznikov

DruZina izjavnih veznikov A je poln nabor, € za vsak izjavni izraz
A obstaja enakovreden izjavni izraz B, ki vsebuje samo veznike iz
N.

{=,A\,V} je poln nabor izjavnih veznikov.

Polni nabori izjavnih veznikov

Nekaj drugih polnih naborov izjavnih veznikov:

{_‘7\/} ) {_"/\}, {_'7:>} ) {07:>}



Polni nabori izjavnih veznikov

Vpraganje:
Kako v praksi pokazati, da je nabor izjavnih veznikov A/ poln?
1. Izberemo znan poln nabor izjavnih veznikov Z.

2. Vsak veznik iz znanega nabora Z izrazimo samo z uporabo
veznikov iz V.

Se trije izjavni vezniki

» ekskluzivna disjunkcija v
» Shefferjev veznik 1

» Pierce-Lukasiewiczev veznik |

Ekskluzivna disjunkcija

Ekskluzivna disjunkcija izjavnih izrazov A in B, oznadimo jo z
AV B, in beremo "“A ekskluzivni ali B" .

AY B je resni¢na n.t., ko je natanko eden od izjavnih izrazov A in
B resnicen.

Definirana je z naslednjo pravilnostno tabelo:

Velja tudi AV B ~ —(A < B)

Shefferjev veznik

Shefferjev veznik povezuje dva izraza A in B, kar oznatimo z

AT B. Shefferjevemu vezniku pravimo tudi veznik NAND.

AT B je neresnicen n.t., ko sta oba izjavna izraza A in B resni¢na.
Definiran je z naslednjo pravilnostno tabelo:

0
0
1
1

Veljatudi AT B ~ —(AA B)



Pierce-Lukasiewiczev veznik Kam jih uvrstimo po prednosti

Pierce-Lukasiewiczev veznik povezuje dva izraza A in B, kar
ozna¢imo z A | B. Pravimo mu tudi veznik NOR.

A | B je resnilen n.t., ko sta oba izjavna izraza A in B neresni¢na.
Definiran je z naslednjo pravilnostno tabelo:

Shefferjev in Pierce-Lukasiewiczev veznik veZeta tako mo&no kot
konjunkcija.

ATBAC|D1TE

pomeni isto kot

((ATB)AC)ID)TE

Velja tudi A | B ~ —~(AV B)

Kam jih uvrstimo po prednosti Zakoni z novimi vezniki
Ekskluzivna disjunkcija veZe tako mo¢no kot (navadna) disjunkcija. ekskluzivna disjunkcija AY B~ (A< B)
AYVB~BYA
AVvBYCvVvD (AVB)YC~AY(BY(Q)
pomeni isto kot Shefferjev veznik A1 B~—=(AAB)
ATB~B1A
((AvB)YC)vD Pierceov veznik Al B~—(AVB)

A|B~B|A



Sklepanje v izjavnem raunu

Predpostavke: 1. Ta Zival ima krila ali pa ni ptic.
2. Ce je ta Zival pti&, potem leZe jajca.
3. Ta Zival nima kril.

Zakljucek: 4. Torej ta Zival ne leZe jajc.

Ali je ta sklep pravilen?

Formalizacija

ta Zival ima krila ... k
ta Zival je pti¢ . p
ta Zival leZe jajca ...

1. kvV-p

2. p=>j

3. -k

4. —j

Pravilen sklep

Zaporedje izjavnih izrazov Aj, Ag, ..., An, B je pravilen sklep s
predpostavkami A1, Ag, ..., A, in zaklju¢kom B, &e je zakljutek B
resni¢en pri vseh tistih naborih vrednosti izjavnih spremenljivk, pri
katerih so resni¢ne vse predpostavke.

Pigemo: Ay, Az,..., A E B

in beremo:
Iz predpostavk A, Az, ..., A, logi¢no sledi zaklju¢ek B.

Pravilen sklep

Izrek
A1, Az, ..., Ay = B natanko tedaj, ko
E(ALNAA...NA) =B

10



Nepravilen sklep

Kako pokaZemo, da sklep ni pravilen?

Pois¢emo protiprimer, tj. nabor vrednosti izjavnih spremenljivk, pri
katerem so vse predpostavke resni¢ne, zaklju¢ek pa ne.

Nepravilen sklep

Z izbiro nabora k ~ 0, p~ 0in j ~ 1 pridelamo:

kv-p ~ 1
p=j ~ 1
p o~ 1 in
Protiprimer je Zival, ki
» nima Kkril,
> ni pti¢ in

> leZe jajca.

Pravila sklepanja

AA=B E B modus ponens (MP)

A= B,-B E -A modus tollens (MT)
AVB,-B = A disjunktivni silogizem (DS)
A= B,B=C = A= C hipoteti¢ni silogizem (HS)
A B E AAB zdruZitev (Zd)

AANB E A poenostavitev (Po)

A= AVB pridruZitev (Pr)

Pravilom sklepanja pravimo tudi osnovni pravilni sklepi.

Pravilnost sklepa

Pravilnost sklepa A1, Ay, ..., Ay, |E B pokaZemo tako, da
sestavimo zaporedje izjavnih izrazov Ci, Gy, ..., Gy, kjer je
Ch=Binzai=12, ..., muvelja:

(a) G je ena od predpostavk ali

(b) G je tavtologija ali
(

c) G je enakovreden enemu od predhodnih izrazov v zaporedju
ali

(d) G logitno sledi iz predhodnih izrazov po enem od osnovnih
pravilnih sklepov.

11



Zgled pravilnega sklepa

Ali iz predpostavk p = q,pV r,q = s,r = t,—s sledi t7?

Se en primer pravilnega sklepa

Ali iz predpostavk p,—p sledi g?

Pogojni sklep

Pogojni sklep (PS) uporabljamo, kadar ima zakljutek sklepa obliko
implikacije.

Izrek

A1, Az, ..., Ak E B = C natanko tedaj, ko

A1, Ao, ... AL B = C.

Zgled

PokaZi, da iz predpostavk p = q V r in —r logi¢no sledi zaklju¢ek
p=q.

12



Sklep s protislovjem

Sklep s protisloviem (RA) lahko uporabljamo kadarkoli.

Izrek

A1, Ay, ..., Ax |E B natanko tedaj, ko
A1, Az, ..., Ax,mB E 0.

Zgled

Pokazi, daiz p= —(g=r), sAg= rin s sledi —p.

1. p=-(g=r)

2. SANg=r
3. s

4.1. -p

4.2, p

4.3. -(g=r)
4.4, gA-r
4.5. q

4.6. -r

4.7. sAq
4.8. r

4.9. rA=r~20
4. -p

predpostavka
predpostavka
predpostavka
predpostavka RA
~4.1
MP(1,4.2)
~4.3

Po(4.4)
Po(4.4)
Zd(3,4.5)
MP(2,4.7)
Zd(4.8,4.6)
RA(4.1,4.9)

Analiza primerov

Analizo primerov (AP) lahko uporabljamo, kadar ima ena od

predpostavk obliko disjunkcije.

Izrek

A1, Az, ..., Ak, B1 vV By = C natanko tedaj, ko
A17A2,...,Ak,Bl ': Cin

A17A23"'7AkaB2 IZ C.

Dvojiski sestevalnik

Radi bi konstruirali vezje, ki zna sesteti dve $tevili v dvojiskem

zapisu.

Naravno $tevilo zapisano v dvojiskem sestavu smemo interpretirati

kot zaporedje nicel in enic, oziroma kot zaporedje logi¢nih

vrednosti.
1. sumand x 23
+2. sumand y +26
rezultat z 49

13



Dvojiski sestevalnik

Na posameznem mestu je potrebno, poleg vrednosti sumandov x;
in y;, upoStevati tudi prenos p;. lzraunamo pa, poleg ustrezne
mestne vrednosti rezulata z; tudi prenos na naslednje dvojisko

mesto pjy1.
Xi Yi Pi| Pi+t1 Zi
0 0 O 0 0 .
0o 0 1 0 1 z;i ima vrednost 1 natanko
0 1 0 0 1 tedaj, ko ima liho mnogo izmed
0 1 1 1 0 X, ¥i, pi vrednost 1.
1 0 o 0 1 pi+1 ima vrednost 1 natanko
1 0 1 1 0 tedaj, ko imata vsaj dva izmed
11 o 1 0 X, ¥i, pi vrednost 1.
1 1 1 1 1

Logi¢na vrata

A:} out
B ANB
e
out
B AV B




Predikatni racun Spremenljivke in formule

V predikatnem raéunu bomo za spremenjlivke uporabljali &rke

Predpostavki:  Vsi Studentje racunalnistva znajo logi¢no sklepati. X, Vs Z,. ..
Skrat Kuzma ne zna logi¢no sklepati. V predikate lahko, namesto konstant, vstavljamo tudi spremeljivke.
Zaklju€ek: Skrat Kuzma ni Student raCunalnistva. Na ta na&in pridelamo formule. Formule niso nujno izjave.
Podro¢je pogovora in predikati Kvantifikatorja

Podrocje pogovora je neprazna mnoZica iz katere izbiramo
individualne konstante. Poznamo dva kvantifikatorja:
v univerzalni kvantifikator

Predikati so logi€ne funkcije, ki za svoje argumente lahko dobijo
= eksistenéni kvantifikator

individualne konstante iz podro&ja pogovora.
Ce v predikate vstavljamo (individualne) konstante, dobimo izjave.

15



Kako iz formule naredimo izjavo? Izjavne formule

» spremenljivke x,y,z, ...,
» konstante a, b, c,...,
MoZna sta dva pristopa. > predikati P, Q,R,. ..,
» izjavni vezniki =, A\, V, = &L,
> kvantifikatorja Vin 3 ter
oklepaja (1in ).

1. Namesto spremenljivke vstavimo konstanto.

2. Formulo zapremo s kvantifikatorji.

v

Spremenljivkam in konstantam pravimo tudi termi.
Atomi predikatnega ra¢una so, na primer,

P(x), P(a), Q(x,y), Q(a, x), . ..

Atome dobimo tako, da terme vstavimo v predikate.

Zgled Izjavne formule

Izjavne formule so definirane induktivno:

1. Atomi so izjavne formule

2. Ce sta W in V izjavni formuli in je x spremenljivka, potem so
Dvomestni predikat P(x,y) naj pomeni x pozna y-ona. tudi

Na katere na&ine lahko formulo P(x, y) spremenis v izjavo?
(W), (W) A (V), (W) V (V), (W) = (V),(W) & (V),...

Ix (W) in ¥x(W)

izjavne formule.

16



Doseg kvantifikatorjev

Doseg kvantifikatorja je najmanjsi moZen: najmanjsa izjavna
formula, ki jo preberemo desno od kvantifikatorja (skupaj z
njegovo spremenljivko).

Kvantifikator veZe svojo spremenljivko in proste spremenljivke z
istim imenom v svojem dosegu.

Formulo brez prostih spremenljivk imenujemo, ¢e imamo izbrano
interpretacijo, izjava, ali izjavna shema, &e interpretacija ni
dolocena.

Interpretacija izjavne formule

Interpretacija Z izjavne formule W je sestavljena iz neprazne
mnozice D, ki ji pravimo podrodje pogovora interpretacije.
Poleg tega

> vsakemu predikatu ustreza 0/1 logi¢na funkcija v D
(0-mestnemu predikatu ustreza izjava oziroma njena logi¢na
vrednost)

» vsaki konstanti dolo&imo vrednost v D (ponavadi je implicitno
dolo¥ena Ze z imenom konstante)

» vsaki prosti spremenljivki v W dolo¢imo vrednost v D, pri tem
vsem prostim spremenljivkam z istim imenom dolo¢imo isto
vrednost iz D.

Pomen kvantifikatorjev

Naj bo W formula. Z W(x/a) ozna&imo formulo, ki jo dobimo
tako, da v formuli W vse proste vstope spremenljivke x
nadomestimo z a.

w P(x) V 3x Q(x,y) A R(b, x)
W(x/a) P(a) vV 3x Q(x,y) A R(b, a)

Pomen kvantifikatorjev

Formula Vx W je resni¢na v interpretaciji Z, e je za vsak element
podro&ja pogovora d € D resni¢na formula W(x/d). Sicer je
Vx W neresni¢na.

Formula 3x W je resni¢na v interpretaciji Z, &e v podro&ju

pogovora obstaja d € D, za katerega je formula W/(x/d) resni¢na.
Sicer je Ix W neresniéna.

17



Enakovredne izjavne formule

Izjavni formuli W in V sta enakovredni, &e imata isto logi¢no
vrednost v vseh moznih interpretacijah.
V tem primeru pisemo W ~ V.

Enakovredne izjavne formule

Izjavna formula W je splosno veljavna, &e je resni¢na v vsaki
interpretaciji.

Izjavna formula V je neizpolnljiva, e je neresniéna v vsaki
interpretaciji.

Zgled

Formuli =Vx W in Ix =W sta enakovredni.

Zakoni predikatnega racuna

So nekateri pomembni pari enakovrednih izjavnih formul:

-Vx W ~ dx =W
—dx W ~ Vx-W

VxVy W ~ VyVx W
dxdy W ~ Jy3ax W

Vx(WAV)~VYxWAVXV
Ix(WVV)~3IxWvVIxV

18



Preimenovanje spremenljivk

Formula

Vx (P(w) = P(x))

je enakovredna formuli

Vy (P(w) = P(y))
in ni enakovredna formuli

Vw (P(w) = P(w)).

Preimenovanje spremenljivk

Trditev

Ce se y ne pojavi v W, potem veljata enakovrednosti:

YW~ Yy (W(x/y))
W~y (W(x/y))

Preimenovanje spremenljivk

Zelja: & je W formula, potem imen prostih spremenljivk ne
smemo spreminjati, &e zelimo pridelati enakovredno formulo.
Veezane spremenljivke lahko preimenujemo tako, da ista
spremenljivka (tj. spremenljivka z istim imenom)

» ne nastopa pri ve¢ kvantifikatorjih

» ni hkrati vezana in prosta.

Zakoni predikatnega rauna z omejitvami

Ce se x ne pojavi (prosto) v formuli C, potem veljajo naslednje
enakovredosti:

Vx(CV W)~ CVVxW
Ix(CVW)~CVIxW

Vx (CA W)~ CAVXW
I (CAW)~ CAIXW

19



Prenexna normalna oblika

Naj bo W izjavna formula. Prenexna normalna oblika izjavne
formule W je izjavna formula Wppo, za katero velja:

» Whppno je enakovredna W in

» Wppno ima vse kvantifikatorje na zaletku.

Prenexna normalna oblika

Kako do prenexne normalne oblike?

1. Preimenuj vezane spremenljivke v formuli tako, da nobena dva
kvantifikatorja ne uporabljata spremenljivke z istim imenom in
so imena prostih spremenljivk druga¢na od imen vezanih
spremenljivk.

2. premakni kvantifikatorje proti levi, pri tem pa, ¢e je potrebno,
nadomesti = in < z logi¢nimi vezniki =, A, V.

Prenexna normalna oblika

Vx A(x) V 3x B(x) = C(x) A 3x C(x)

Sklepanje v predikatnem racunu

Predpostavke: Vsak pes ima rad ljudi ali sovraZi macke.
Fido je pes.
Fido ima rad macke.

Zakljucek: Obstaja pes, ki ima rad ljudi.

20



Kaj, ¢e interpretacija ni dolocena.

PokaZzi, da je izjavna formula

—3yVx(P(x,y) & -P(x, x))

splosno veljavna.

Kako torej sklepamo?

1. Izberemo interpretacijo, &e slu¢ajno ni dologena.

o ok w

Izjavne formule preoblikujemo tako, da kvantifikatorji
nastopajo na zaletku. Preimenovanje spremenljivk in
prenexna normalna oblika.

Odpravimo kvantifikatorje. Formule smemo prilagoditi.

Sklepamo kot v izjavnem ra&unu.
Uvedemo kvantifikatorje nazaj.

Upostevamo interpretacijo.

Napacno sklepanje v predikatnem racunu

Vx3dy P(x,y)

E o 3yvxP(x,y)

Napacno sklepanje v predikatnem racunu

Ix P(x) A 3x Q(x)

=

Ax (P(x) A Q(x))
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Omejeni kvantifikatorji Omejeni kvantifikatorji in negacija

Gre za nadin zapisa. Obnaganje je ravno taksno, kot pri¢akujemo.
N(x) ... x je naravno Stevilo, pripada N.
. . -Vx € A(P ~ dx € A=(P
P(x) ... x lahko pisemo kot produkt prastevil. x (P(x)) x (P(x))
S(x) ... x jesodo Stevilo.

—-3x € A(P(x)) ~ Vx e A=(P(x))

Omejeni kvantifikatorji

Visako naravno stevilo lahko pisemo kot produkt prastevil.

Vx (N(x) = P(x)) %7 vx e N(P(x))

Obstaja sodo naravno Stevilo.

I (N(X) A SK) % ax e N(S(x)
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Teorija mnoZic Operacije z mnoZicami

relacija pripadnosti ...x € A
X pripada A.
podajanje mnoZic

unija AUB={x;x€eAVxeB}
presek ANB={x;xe€AAxe€ B}
razlika A\B={x;x€ AAx ¢ B}
simetri¢na razlika A+ B={x;xe€ AYxec B}

> z naStevanjem elementov A = {0,1,2}

vV v vy

» z neko izjavno formulo A = {x ; ¢(x)}
Velja: x € A< o(x)

Enakost in vsebovanost Lastnosti operacij

MnoZici A in B sta enaki,

A=B < Vx(xeA&xeB)

A=B<=ACBABCA
ACB=AUCCBUC
ACB=ANCCBNC
ANBCACAUB

reIaC|.Ja /nk./uzue ] ] Pravimo, da sta mnoZici A in B disjunktni, & je AN B = ().
MnoZica A je prava podmnoZica mnoZice B,

MnoZica A je podmnoZica mnoZice B,

| 4
>
ACB <= Vx(xc€A=xecB) g
| 4

ACB < ACBANA#B

relacija stroge inkluzije



Poten¢na mnoZica

Potenéna mnoZica mnozice A, PA, je mnoZica vseh podmnoZzic
mnozice A.

PA={B;BC A}

Tako () kot A pripadata potenéni mnoZici PA.

PO={0}  P{0} ={0,{0}}

P{1,2,3}

Univerzalna mnozica in komplement

Univerzalna mnoZica, ozna&imo jo z S, ustreza podro&ju pogovora
v predikatnem raunu. Z univerzalno mnoZico se izognemo
Russellovi antinomiji.

Vse obravnavane mnoZice so vsebovane v univerzalni mnoZici S.
Komplement mnoZice A, ozna&imo ga z A€, definiramo kot

AC=S\ A

Lastnosti komplementa

(A)E = A
(AU B)E = A° N B¢
(AN B)° = A°U B¢
A\ B=AnBe

AC B = B¢ CA°
ANB=0<+= AC

vV v vV vV VY

Enakosti z mnoZicami

PokaZimo, da velja

B¢ <= B C A°

AU(ANB)=A
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Sistem enacb

Resi sistem enacb z mnoZicami.

XUA=A\X
XUA=X

Resevanje sistemov enalb z eno neznano mnoZico

Trditev
AUB=0) < A=0AB=1

Trditev
A+B=0 < A=B

ReSevanje sistemov enatb z eno neznano mnoZzico

Resi sistem enacb z mnoZicami.

ANX =B\ X
CUX=X\A

ResSevanje sistemov enatb z eno neznano mnoZico
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DruZine mnoZzic
Naj bo A={A, B, C,...} druZina mnoZic.
Unija druZine A je mnoZica

JA={x:3X (X e ArxeX)}

Presek druZine A je mnoZica

(A= {x;¥X(XeA=xeX)}

DruZine mnozZic
Ponavadi uporabljamo indeksno obliko, z 7 ozna€imo indeksno
MnoZico.
A= {A, S I}

Potem je

JA=JA={x:3i(ieTrxeA)}

i€z
NA=()Ai={x;Vi(ieTI=xecA)}

i€l

Pokritje in razbitje

Druzina mnozic A = {A; ; i € I} je pokritje mnoZice B, Ze je

B = UieI Ai.
DruZina mnozic A = {A; ;i € I} je razbitje mnoZice B, &e je

» A pokritje mnoZice B
» elementi A so neprazni in

> elementi A so paroma disjunktni .

Urejeni pari

Urejeni par s prvo komponento (koordinato) a in drugo
komponento (koordinato) b ozna&imo z (a, b) in definiramo kot

(a,b) = {{a}, {a, b}}

Trditev

(osnovna lastnost urejenih parov)

(a,b)=(c,d) <= a=cinb=d
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Kartezi¢ni produkt Lastnosti kartezi¢nega produkta

Kartezi¢ni produkt mnozic A in B je mnoZica vseh urejenih parov > Ax (BUC)=(AxB)U(Ax C)

Ax B={(a,b);ac ANbe B} > (AUB) x C=(Ax C)U(B x ()
» (ANB)x (CND)=(Ax C)Nn(B x D)

Kartezi¢ni produkt Lastnosti kartezi¢nega produkta

> AXB=0) < A=0VvB=90

(a1, a2,...,an) je urejena n-terica. » ACCABCD = AxBCCxD

Definicijo kartezi¢nega produkta lahko razsirimo na vet faktorjev. » AxBCCxDANAxB#0) = ACCABCD
>

A kon¢na z m elementi in B kon¢na z n elementi —
A x B kontna z m - n elementi.
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Relacije
MnoZica R je (dvomestna) relacija, &e je vsak njen element urejen

par.
R je relacija. <= Vx € R3u,v : x = (u,v)

MnoZica R je (dvomestna) relacija v mnoZici A, €e je R C A x A.

Zgledi
1. A={a,b,c,d} R ={(a, b), (b, ¢),(c,d),(c,a)}
2.A=N  R={(xy)ix;yeNAx<y}
3.0 CAxA
4. AXACAXA

5. ida = {(x,x) ; x € A}
Namesto (x,y) € R pisemo xRy.

Domena in zaloga vrednosti

Naj bo R relacija v A.

Dr ={x; 3y : xRy}

Zr ={y;3x: xRy} zaloga vrednosti relacije R.

Lastnosti relacij

Naj bo R relacija v A. Pravimo, da je

1.

I

R refleksivna <= Vx € A: xRx

R simetri¢na <= Vx,y € A: xRy = yRx

R antisimetricna <= Vx,y € A: xRy AyRx = x =y
R tranzitivna <= Vx,y,z € A: xRy A yRz = xRz

R sovisna <= VYx,y € A: x # y = xRy V yRx

R enoli¢na <= Vx,y,z€ A: xRy AxRz =y =z

domena ali definicijsko obmodje relacije R.
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Zgledi Operacije z relacijami

1. Relacijaida v A
2. Relacija < v N
3. Relacija < v N
Poleg navedenih operacij definiramo tudi:
4. Relacija C v PA g p / - R
o e . L. » inverzno relacijo relacije R, oznadimo jo z R1.
5. Relacija “o¢e” v mnozici ljudi (x ote y preberemo kot x je oce
y—ona.) R_l = {(y,X) ; (X7.y) € R}
» produkt relacij R in S, oznaimo ga z R+ S:
RS :={(x,z); 3y (xRy A yS5z)}
Operacije z relacijami Operacije z relacijami
Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi
Relacija o¢e v mnozici ljudi je definirana kot
Relacije so posebne vrste mnoZic. Vemo, kako so definirane xoley & x je ole y-ona..
operacije. U,nin \. _ . o - Naloga: |zrazi relacije roditelj, zet, snaha, ded, vnuk, tas&a, svak z
Ponavadi se pogovarjamo o druZini relacij na isti mnoZici A. V “bolj elementarnimi” sorodstvenimi relacijami ofe, mati, sin, h¢&i,
takem primeru je komplement smiselno definirati kot mo?, Jena, ...

RE:=(Ax A)\R=Us\R
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Lastnosti operacij z relacijami

Naj bodo R,S, T relacije na A.

L(RY1=R

(R¥S)1=51xR1

(R«S)*x T=R*(S*T)="R+«S5xT
R+«(SUT)=R*xSUR=xT
(RUS)*T=RxTUS*T
Rxidg=idpa*R=R

RCS — RxTCS%xT in T«RCTxS

No ok e

Potence relacij

Zaradi asociativnosti mnoZenja relacij lahko definiramo potence
relacij. Naj bo R C A x A.

RO = idA
Rl = R"%xR, & je n>0.

Velja R' = R, R> =R+ R, terzam,n > 0 tudi R™* R" = R™*".

Potence relacij

Definiramo lahko tudi potence z negativnimi eksponenti, &e je

n > 0, potem
R™™:=(R™)"

Potence relacij

Zgled: sorodstvene relacije med ljudmi

Naloga: definiraj relacije prednik, potomec, sorodnik.
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Grafi¢na predstavitev relacije

R naj bo relacija v kon¢ni mnozici A.
Elemente mnoZice A nariSemo kot tocke v ravnini. Ce velja aRb,
nariSemo usmerjeno puséico od a do b.

elementi A ... tocke v ravnini
aRb ... usmerjena pus€ica od a do b.

Zgled: A={a,b,c,d} R ={(a, b), (b, c),(c,d),(c,a)}

Algebrai¢na karakterizacija lastnosti relacij

Naj bo R relacija v A. Relacija R je

1.
2.

I

R refleksivna <= idy C R

R simetri¢na <= R™' =R

R antisimetri¢na <= RN R C idx
R tranzitivna <= R2 C R

R sovisna <= idg URUR™1 = U,
R enolitna <= R~ 1« R Cidy

Ekvivalen¢na relacija

R C A x A je ekvivalen¢na, &e je

» refleksivna,

» simetri¢na in

» tranzitivna.

Ekvivalen¢na relacija

Zgledi:
1. Relacija || vzporednosti v mnoZici vseh premic v ravnini.
2. A={ljudje}, xRy <= x ima enako barvo o&i kot y.
3. f:A—= B, x,y € A:xRey & f(x) = f(y)
X in y imata isto funkcijsko vrednost.
4. Naj bo m € N, m > 2. Definirajmo relacijo R v mnoZici Z:

xRy <= mdeli |x — y|
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Ekvivalen¢ni razredi

Naj bo R C A x A ekvivalengna in x € A.
R[x] = {y € A; yRx} je ekvivalenéni razred elementa x.

A/R = {R|[x] ; x € A} (mnoZica vseh ekvivalen¢nih razredov) je
faktorska (kvocientna) mnoZica mnozice A po relaciji R.

Ekvivalen¢ni razredi, razbitje

Trditev
Naj bo R ekvivalen&na relacija na A. Potem za poljubna x,y € A
velja

R[x] = Rly] <= xRy
Izrek
Naj bo R ekvivalenéna relacija na A. Potem je A/R razbitje
mnoZice A.

Zgledi faktorskih mnoZic

>
“premice v ravnini” / “vzporedne premice” =

{{navpi&ne pr.}, {vodoravne pr.}, {pr. pod kotom 45°},...

“mnoZica vseh smeri v ravnini” & [—7/2,7/2)

Funkcije in preslikave

Enoli¢no relacijo imenujemo funkcija.

Relacija f C A x B je preslikava iz A v B, &e velja:
» f je enoli¢na
» Dr=A
> (Zr € B)

Pigemo tudi f : A — B.
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Funkcije in preslikave

Naj bo f preslikava iz Av B.
Namesto x f y pisemo y = f(x).

» A=Dfs ... domena ali definicijsko obmogje f
» Z¢ ... zaloga vrednosti f
» B ... kodomena f

Oznaka: BA={f ;f: A— B}

Lastnosti preslikav

Naj bo f : A— B. Pravimo, da je
> f injektivna, Ce Vx,y € A: (f(x) =f(y) = x=y)

> f surjektivna, ¢e Zf = B (pravimo tudi, da je f preslikava iz

Ana B)

» f bijektivna, &e je injektivna in surjektivna.

Zgledi

—_

. 0, prazna funkcija

0:0—B
2. idag: A— A, identiteta na A
ida(x) = x, je bijektivna

3. pi: A1 X --- X A, — A; , projekcija na i-to komponento

pi((a1,...,an)) = aj, je surjektivna
4. A1 CA i=ida|a

i A — A,i(x) = x je injektivna , vioZitev A; v A
5. R C A x A ekvivalentna, p: A— A/R

p(x) = R[x] je surjektivna , naravna projekcija

6. ACB, xa: B—{0,1}
1,xeA
XA =1 o xga

karakteristi¢na funkcija mnoZice A (v B)

Inverzna funkcija in preslikava

Vprasanje: Kdaj je f~! tudi funkcija oziroma preslikava?
Trditev
f:A—B

1. f~1 je enoli¢na natanko tedaj, ko je f injektivna,

2. f~1: B — A natanko tedaj, ko je f bijektivna.
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Kompozitum funkcij in preslikav Lastnosti kompozituma

Naj bo f C Ax B in g C B x C. Definirajmo

gof=Ffxg
Trditev
i j C .
V tem primeru je fx g & Ax C 1. f, g enoliéni => f o g enoli¢na in (f o g)(x) = f(g(x))

z=(gof)(x) ~ x(fxg)z ~ 3y : (xfy A ygz) ~ 2.f:B—Cg:A-B = fog:A—C

~ 3y (y=Ff)Nz=g(y)) ~ z=g(f(x))

Lastnosti kompozituma Lastnosti kompozituma
Trditev
Naj bo f : A— B.
1. f~Lof = Ry, kjer xRry = f(x) = f(y) Trditev
2. fofl=idg, f:B—-C,g:A—B
3. f je injektivna <= f~1o f = id, . f,g injektivni = f o g injektivna
4. f je surjektivna <= f o f~1 = idg . f,g surjektivni = f o g surjektivna

. fog injektivna => g injektivna
Trditev
Naj bo F : A— B. Potem je

O R S R

. f o g surjektivna = f surjektivna

fOidAZidBOfo



Lastnosti kompozituma

Trditev
Najbof:B— A, g:A—B. Cejefog=idaingof =idg,
potem sta f in g bijekciji in je g = f .

Dirichletov princip

Izrek
Naj bo A konéna mnoZica in f : A — A. Potem so naslednje
trditve enakovredne:

» f je injektivna.
> f je surjektivna.

> f je bijektivna.

35



Mo¢& kon&nih mnoZic

Naj bo A kon¢na mnoZica. Potem |A| oznaluje Stevilo elementov
ali mo¢ mnoZice A.

Naj bosta A in B konéni mnozici. Pravimo, da sta A in B enako
moéni, A~ B, te |A| = |B|.

Zgledi:

1.
2.
3.

0] =0
1{0,1}[ =2
1{{0,1}}[ =1

Mo¢& kon&nih mnoZic

Trditev

Naj bodo A, B, C kon&ne mnoZice.

1.

|Ax B

= |Al- B

2. {f:;f: A= B}| = |BA‘ = |B|\A\
3.
4. Ce je B C A, potem je |A\ B| = |A] —| B|.

|PA| = 2/A

V splosnem je |[A\ B| = |A| —| AN B|.

Ceje AN B =), potem je |[AUB| = |A| + |B].

V splosnem je |AU B| = |A| + |B| —| AN B].

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Nacelo vkljucitev in izkljucitev

Izrek
Naj bo A kon¢na mnoZica in Ay, Az, ..., An C A. Potem je
|A1UA2U"-UA,-,| =
ALl + [Ao| + ... + [An]
— |A10A2|—|A1ﬂA3‘—...—|An,1ﬂAn|
+

+(_1)n+1 |A10A2ﬂ-~'ﬂAn|

= YiL(=nTts;,
Kjer je S = > ‘ﬂA;‘.
JC{1,...n} lieg
|T1=k

Nacelo vkljucitev in izkljucitev

Posledica
Naj bo A kon&¢na mnoZica in A1, Aa, ..., A, C A. Definirajmo
AS = A\ A;. Potem je
[Nz AFl =
(Al = Ar| =[ Az — ... — [An|
+ JAINA+ A NAs|+ ...+ A1 NA,

+(=1)" JAiNAxN---NA]

= 27:0(_1)i5ir
Kjerje So=1Alin Sk=">_|[) Al
JC{1,...,n} lieg
|T|=k
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Mo¢& neskon&nih mnoZic

Pravimo, da sta mnozici A in B enako mocni, A ~ B, &e obstaja
bijektivna preslikava iz A v B. Pigemo tudi |A| = |B|.

Pravimo, da je mnozica B kvedjemu mocnejsa od mnozice A, &e
obstaja injektivna preslikava iz A v B. Pisemo tudi |A| < |B|.
Oznaka |A| < |B| pomeni, da obstaja injektivna preslikava iz Av B
ter, da nobena preslikava iz B v A ni injektivna.

Mo¢& neskon&nih mnoZic

Izrek (o trihotomiji)
Za poljubni mnoZici A in B velja natanko ena izmed moZnosti
|A| < |B], |A| = |B| ali |A| > |B].

7

Izrek (Cantor-Bernstein)
|A| = |B| natanko tedaj, ko |A| < |B] in |B| < |A|
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Deljivost celih Stevil Razsirjeni Evklidov Algoritem - REA

Zgled: Poiti gcd(899,812).

lzrek (o deljenju)
Naj bosta m,n € Z in m > 0. Obstajata enoli¢no doloceni celi
Stevili k in r, pri Cemer je

n=k-m+4r inveljla 0<r<m.

k je kvocient $tevil nin m
r je ostanek pri deljenju Stevila n z m.

Deljivost celih Stevil Razsirjeni Evklidov Algoritem - REA
Naj bosta m, n € Z. Pravimo, da m deli n,
min,

Ce obstaja tak k € Z, daje n=k - m. Naj bosta m,n >0 in m > n.

Ce m, n nista oba 0, potem lahko definiramo ri(=m) = 1 m + 0 n
ged(m, n) = max{d € Z ; d|m in d|n} k(= [r-1/r0]) r(=n) = m + 1 n
— e ka(= Lro/r]) n = s m 4+ t n
najvecji skupni delitelj Stevil m in n ks r . m 4+ t n

lcm(m, n) = min{v € Z ; m|v in n|v in v > 0}
najmanjsi skupni veckratnik Stevil m in n .kZJrl .rz(;é 0) — 'Sz m + t, n
gcd in lem sta komutativni in asociativni operaciji. r41(=0) = s;41 m + t,e1 - n

(5_1 =1,5=0,t_1=0,t = 1)
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Razsirjeni Evklidov Algoritem - REA
Zai=1,...,z4+ 1 velja:

si= Sji—2—ki-sji1
ti= ti2o— ki ti-1
ri= ri—2—ki-ri-1

Trditev

> ri=5s-m+ti-n,
ri je celostevilska linearna kombinacija Stevil m in n.

> r, deli r;
zavsei=z+1,z,z—1,...,2,1,0,—1.

Razsirjeni Evklidov Algoritem - REA
lzrek (REA)

ged(m,n) = r, = s, -m+t,-n

Najve&ji skupni delitelj gcd(m, n) Stevil m in n dobimo kot zadnji
nenielni ostanek v REA. Obenem gcd(m, n) zapisemo tudi kot
celostevilsko linearno kombinacijo Stevil m in n.

Tuja Stevila

Pravimo, da sta si celi Stevili a in b tuji, Ze je ged(a, b) = 1.
V tem primeru pisemo a | b.
Zgled: 899 | 813

Tuja Stevila

Trditev
Naj velja a|(b-c) ina L b. Potem a|c.

Izrek
Naj bosta a, b € N. Potem je gcd(a, b) - lem(a, b) = a- b.
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Diofantske enacbe Diofantske enacbe

) ) o ) ) Zgled: Poigti resitve (linearne) diofantske enatbe 6x + 15y = 7.
Naloga: Skupina otrok je v slag€i¢arni jedla torte in kremne rezine.

Koliko tort in koliko kremnih rezin so pojedli, ¢e je racun znasal
32,75€, torta stane 2,25€, kremna rezina pa 1,75€.
Vemo tudi, da so pojedli manj tort kot kremnih rezin.

Izrek
Linearna diofantska ena&ba

a-x+b-y=c
Je resljiva natanko tedaj, ko gcd(a, b)|c.

Ce gcd(a, b) ne deli desne strani c, potem taka diofantska enacba
nima resitev.

Diofantske enacbe Diofantske enacbe
Izrek
Enalba je diofantska, ¢e ima celostevilske podatke in is&¢emo Naj par xo, yo re$i LDE a-x+ b-y = c, in naj bo d = gcd(a, b).
celodtevilske resitve. Potem so b
Linearna diofantska enacba z dvema neznankama je enatba oblike X = xo4+k-=
k 0 p
a-x+b-y=c a
thy=e Yk= Yo—k- t
kjer so znani a, b, ¢ € Z, i¥€emo pa celo3tevilsko reSitev x, y. kjer je k poljubno celo $tevilo, vse resitve te diofantske ena&be.
a in b sta koeficienta enabe, ¢ standardno imenujemo desna
stran.
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Diofantske enacbe

Izrek
Linearna diofantska ena&ba

ar-xg1+axo+...+a,-xp=¢
Jje resljiva natanko takrat, ko

ged(ar, az, ..., an)|c.

Prastevila

Naravno $tevilo n > 1 je prastevilo, ¢&e ima natanko dva pozitivna
delitelja.

Sicer je 1 ali pa sestavljeno Stevilo.

Prastevila do 100:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,
47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97

Par prastevil oblike (p, p + 2) imenujemo prastevilska dvojcka.

Prastevila

Trditev
> p prastevilo in a € Z. Potem pla ali p L a.

> p prastevilo, a,b € Z. Ce p|(a- b), potem p|a ali p|b.

» n €N, n> 2. Obstaja prastevilo p, ki deli n.

Prastevil je neskonéno mnogo

Izrek (Evklid)

Obstaja neskon&no mnogo prastevil.
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Enoli¢ni razcep

[zrek

Vsako naravno stevilo n > 2 lahko zapisemo kot produkt prastevil.
Zapis je enolifen, &e se ne oziramo na vrstni red faktorjev.

Eulerjeva funkcija ¢

Eulerjeva funkcija ¢ : N — N je definirana takole:
o(n)={keN;1<k<nink L n}

©(n) je Stevilo Stevil med 1 in n, ki so tuja n.

Zgled:
o(4) =2 12,34
p(5) =4 1,2,3,4,5
w(6) =2 1,2,3,4,5,6

Kako ra¢unamo Eulerjevo funkcijo

Trditev

Ce je p prastevilo, je o(p) = p —1.
Trditev

Ce je p prastevilo, je o(p") = p" — p" L.
Trditev

Cea,beNina L b, potem je p(a-b) = ¢(a) - p(b).

Kako ra¢unamo Eulerjevo funkcijo

Izrek
Naj bo n = pikipske - ppkm, kjer so p1, pa, ..., pm razliéna
prastevila. Potem je

1 1 1
pln) = n(l= (1= —)- (L= ).
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Kongruence

NajboaceZinmeN m>2 Z
amod m

oznacdimo ostanek a-ja pri deljenju z m.
Definirajmo relacijo, kongruenco po modulu m, z naslednjim
opisom:

a=b (modm) < m|(a—b) <= amodm=>bmodm

Lastnosti kongruenc

—_

. kongruenca po modulu m je ekvivalen&na relacija v Z

N

- Ce a= b (mod m), potem

atc=b=£c (mod m)
a-c=b-c (mod m)
a" = b" (mod m)

3. Cea=b (mod m)in c=d (mod m), potem
atc=b=xd (mod m)
a-c=b-d (mod m)

4. Cea-c=b-c (mod m)inc L m, potem a= b (mod m)

Rezultati

Izrek (Eulerjev izrek)
NajboaecZ, m>2ecNinal m Potem je

a#(M =1 (mod m)

Posledica (mali Fermatov izrek)
Ce je p prastevilo in 1 < a < p, potem je

aP =1 (mod p).
Za vse a€ 7 pa velja

aP =a (mod p).

Zgledi

Zgledi:
» lzratunaj ostanek pri deljenju $tevila 3120 s 13.
6
» lIzratunaj zadnjo cifro $tevila 98" .

6
» Izratunaj ostanek pri deljenju &tevila 98" z 11.

» Naj bosta p in g razli¢ni prastevili. Pokazi, da je

a=b (modp)ina=b (modgqg) <= a=b (mod pq)
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RSA kriptosistem

RSA kriptosistem deluje na principu javnih in privatnih kljucev.

Pogovarjajmo se o dveh uporabnikih Ancki in Borutu. Vsak izmed

njiju ima svoj privatni klju¢ Pa, Pg, ki ga hrani na skrivnem mestu,

svoj javni klju¢ Ja, Jg da na vpogled vsem.

RSA kriptosistem

Komunikacija med Ancko in Borutom:
» Ancka bi rada Borutu posredovala sporocilo x:
x, Js(x)  —  Js(x), Pe(Js(x)) = x
» Ancka bi rada Borutu posredovala sporocilo x in Borut bi rad

bil prepri¢an, da mu je sporodilo res posredovala Ancka.:
!
x, Pa(x), Jg(Pa(x)) —
|

—  Jp(Pa(x)), Pe(Js(Pa(x))) = Pa(x), Ja(Pa(x)) = x
Veljati mora:
1. P4 in Ju kot tudi Pg in Jg sta inverzni preslikavi.

2. Ce poznamo J, iz tega ne moremo (vsaj ne enostavno)
izraCunati Pj.

Kolobarji ostankov

Naj bo m naravno Stevilo vedje ali enako 2.

Kolobar ostankov po modulu m je struktura (Zm, +,-), kjer je
Zm =7/ (mod m), medtem ko sta + in - operaciji porojeni na
celih Stevilih.

Dogovor: elemente Z, pis§emo kot 0,1,...,m — 1, po potrebi
uporabljamo tudi druge “vrednosti”, npr. -1 =m — 1.

Lastnosti operacij

Naj bodo a, b, c € Z,,, ni¢la0 € Z,, ter enical € Z,,.

(a+b)+c=a+(b+c)
at+b=>b+a
a+0=0+a = a
at+(—a)=(-a)+a =0
(a-b)-c=a-(b-c)
a-b=>b-a

a-l=1-a = a
(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c
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Obrnljivi elementi in delitelji ni¢a

Problem: V kolobarju ostankov Z, enatba a- x =1 ni nujno

resljiva, &etudi je a # 0.

Element a € Z,, je obrnljiv, &e obstaja b € Z,,, za katerega velja
a-b=1.

Takdnemu b pravimo tudi (multiplikativni) inverz a in pisemo

b=at

Element ¢ € Z, \ {0} je delitelj ni¢a, €e obstaja d € Z, \ {0}, za

katerega velja
c-d=0.

Obrnljivi elementi

Trditev

Zm, sestavljajo 0-nicla, delitelji ni¢a in obrnljivi elementi.

Trditev
V Z,, so obrnljivi natanko tisti elementi, ki so tuji modulu m. V
Zy, imamo torej p(m) obrnljivih elementov.

In 3e, po Eulerjevem izreku, je a=', inverz elementa a, enak
p J J
a#(m—1,

Linearne enatbe v Z,,

Linearna enacba v Z,, je enalba oblike
a-x=b,

kjer je x neznanka, a,b € Z,,, a # 0.
Trditev

Enacba a-x = b ima v Z,,, &e je a obrnljiv, natancno eno resitev.

Trditev
Enacba a- x = b je resljiva natanko tedaj, ko gcd(a, m)|b. V tem
primeru ima enacba v Zp, natanéno ged(a, m) resitev.
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Permutacije

Naj bo A poljubna mnoZica. Permutacija na A je vsaka bijektivna
preslikava f : A — A.

Permutacija reda n je permutacija v {1,2,...,n}. MnoZico vseh
permutacij reda n imenujemo simetri¢na grupa reda n in jo
oznatimo z S,.

Zgled:

> (; § i) je permutacija reda 3.
> (3531) je permutacija reda 4.
> (; § i ‘11 2 g) je permutacija reda 6.

Produkt permutacij

Inverzna permutacija

Zapis permutacije z disjunktnimi cikli

Permutacijo lahko zapiSemo tudi z disjunktnimi cikli in ne v obliki
tabelice.

m=(3331768) v=(33333%0)
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Cikli¢na struktura permutacije

Cikli¢na struktura permutacije je $tevilo dolZin posameznih ciklov v
zapisu permutacije z disjunktnimi cikli.

Cikli¢na struktura permutacije 7 je
cikli¢na struktura permutacije ¢ je

1-ciklu pravimo tudi fiksna to¢ka permutacije,
2-ciklu pravimo transpozicija.

Potenciranje permutacij

Za potenciranje permutacij je ugodnje$i zapis permutacije z
disjunktnimi cikli kot pa zapis v obliki tabelice.

m =
Kako izratunati 72, 73, 7%,.. .2

2 =

=

Potenciranje ciklov

Potencirajmo 5- in 6-cikel, « = (12345), 8= (123456).

Trditev
Naj bo a« permutacija, sestavljena iz samo enega cikla dolZine n.
Permutacija o je sestavljena iz gcd(n, k) disjunktnih ciklov, ki so

. .. n
vsi iste dolZine ————.
ged(n, k)
Posledica
Naj bo v permutacija, sestavljena iz samo enega cikla dolZine n.
Potem je " =id in o' = "' in je n najmanjse naravno $tevilo

(> 0) s to lastnostjo.

Potenciranje permutacij

Izrek
Naj bo
T = Q1 *Qp %+ %Qm,
kjer so aj, i =1,... ., m, cikli v zapisu permutacije 7 z disjunktnimi

cikli. Potem je

7Tk:Oé1k*Oé2k*~~~*amk.
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Zapis permutacije s transpozicijami

Trditev

Visako permutacijo lahko zapiSemo kot produkt transpozicij .

Komentar: Ker Ze zapis cikla ni enolien, tudi zapis kot produkt
transpozicij ni enoli¢no dologen.

Parnost permutacij

Izrek (o parnosti permutacij)

Denimo, da lahko permutacijo m zapiSemo kot produkt m
transpozicij, pa tudi kot produkt (morda drugih) n transpozicij.
Potem je

m=n (mod 2).

Parnost permutacij

Permutacija je soda, &e jo lahko zapi¥emo kot produkt sodo mnogo
transpozicij, permutacija je /iha, &e jo lahko zapiSemo kot produkt
liho mnogo transpozicij.

_ (1234567
m=(33217¢65)
Pravimo, da sta (v permutaciji ) 3tevili 1 in 2 v inverziji, ker sta v

spodnji vrstici tabelice v napa¢nem vrstnem redu: 1 je manjse kot
2, toda 2 je zapisana pred 1.

lgra 15

Igro 15 igramo na kvadratni igralni povrsini, na kateri je 15 plos¢ic
s Stevilskimi oznakami in eno prazno polje.

1 12|34 112|314
516 |78 516|718
9 |10 |11 | 12 9 | 10|11 | 12
13|15 | 14 13 |14 | 15

Nas cilj je, da s premikanjem plos¢ic dosezemo ciljno konfiguracijo,
v kateri so Stevilke po poljih urejene po velikosti. V tem primeru
pravimo, da smo igro uspesno zakljucili.

Kak3na je zveza s permutacijami? Kaj je ena poteza?
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Red permutacije

Red permutacije  je najmanjSe naravno Stevilo k > 1, za katerega
je
ok =id.

Trditev
Red permutacije m je najmanjsi skupni veckratnik dolZin ciklov v
zapisu permutacije w z disjunktnimi cikli.

Konjugirane permutacije

Permutaciji « in (3 sta konjugirani, e obstaja permutacija 7, za
katero je
B=ntxaxm.

Trditev
Konjugiranost je ekvivalenéna relacija v Sp,.

Izrek
Permutaciji o in 8 sta konjugirani natanko takrat, ko imata isto
cikli¢no strukturo.
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Kaj je graf Stopnje vozlis¢

Graf je urejen par G = (V, E), kjer je lzrek (lema o parnosti)
> V neprazna kon¢na mnoZica vozlis¢ (to¢k) grafa G in Naj bo G graf z n vozlisci in m povezavami. Potem je
» E mnoZica povezav grafa G, pri &emer je vsaka povezava par zn:deg(v,-) —2.m
vozlis¢ . i=1
Zgled:

V=A{uv,w,x,y} E={{u, v} {uw},{v,w},{v,x}}

Pisava: Namesto e = {u, v} pisemo krajge e = uv ali e = vu. V

.....

Posledica
V vsakem grafu je sodo mnogo vozlis¢ lihe stopnje.

Pravimo tudi, da sta v in v sosednji, kar ozna&imo z u ~ v. Posledica

. . Naj - I f lis&i i . P 1
Oznake: V = V/(G) ... mnofica vozli&t grafa G aj bo G d-regularen graf z n vozlis&i in m povezavami. Potem je

E = E(G) ... mnoZica povezav grafa G n-d=2-m

Stopnje vozlis¢ |zomorfizem grafov

Grafa Gy in Gy sta izomorfna, &e obstaja preslikava

Stopnja vozlis¢a v € V(G) je $tevilo povezav, ki imajo v za f:V(G1) = V(G2), za katero velja:
krajite. Stopnjo vozli¥¢a v ozna&imo z deg(v). 1. f je bijektivna in
Vozlis€e stopnje 0 je izolirano vozlis¢e, vozlis¢u stopnje 1 pravimo 2. u~g v & f(u)~g, f(v).

tudi list grafa. V tem primeru pravimo, da je f izomorfizem grafov Gy in Gy, ter

iemo G; = G;.
Graf G je d-regularen, &e so vsa vozlis¢a grafa G stopnje d. P ! 2

3-regularnim grafom pravimo tudi kubiéni grafi. Trditev
Izomorfizem ohranja Stevilo vozlis¢, stevilo povezav, stopnje

Yv X

vozlis& Stevilo trikotnikov, . ..
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Grafi¢no zaporedje

Konéno zaporedje naravnih Stevil
d>dr>d3>...>dp,
je grafi¢no, &e obstaja graf G z n vozli¥¢i, ki imajo stopnje enake

di,da, ..., dy.
Naloga: Ali je zaporedje 5,4,3,2,2, 1 grafi¢no?

Grafi¢no zaporedje

Naloga: Ali je zaporedje 6,4,4,3,2,2,1 grafi¢no?

Grafi¢no zaporedje

Izrek
Zaporedje di > dr > d3 > ... > d, je grafi¢no natanko tedaj, ko je
tudi zaporedje

d2_17d3_17"'add1+1_17dd1+27"'adn
grafi¢no.

Posledica
Zaporedje di > dr > d3 > ... > d, je grafi¢no natanko tedaj, ko
poZreSna metoda uspe.

Polni grafi

Graf je poln, &e sta vsaki njegovi tocki sosedi. Poln graf na n
totkah ozna¢imo s K,,.

V(Kn):{V]_,VQ,...,Vn} |V(K’7)| =n
E(K) = {wyi1<i<j<n}  |E(Ky)| = "7
deg(vi) =n—1 K, je (n — 1)-regularen graf.
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Prazni grafi

Graf je prazen, &e nobeni njegovi tocki nista sosedi. Prazen graf na
n totkah ozna¢imo s K.

V(Kn) = {v1,v2,..., vn} [V(Kn)| = n

E Kn) =0 |£(Kn)| =

deg(v1) =0 K, je O-regularen graf.
Ki =K

Polni dvodelni grafi

Km.n je polni dvodelni graf na n + m totkah. Vsebuje dva barvna
razreda s po n in m to¢kami, tocki sta sosedi natanko tedaj, ko sta
v razli¢nih barvnih razredih.

V(Kmn) = {v1, Vo, ..., Vm, U1, U, ..., Upn} [V(Kmn)l=m+n
E(Kmn) ={viuj;1<i<minl<j<n} |E(Km,n)|=m-n
deg(vi) = n, deg(u1) = m Kn,n je n-regularen.
K11 = Kz

Cikli

Cikel na n > 3 totkah ozna¢imo s C,,.

V(Cn):{vl7v27"'7vn} |V(Cn)|:n
E(Cy) ={viva,vav3,..., Vp_1Vp, Vova } |E(Ch)| =n
deg(v1) =2 C, je 2-regularen graf.

G =Kz G =Ko

Poti

Pot na n to¢kah oznad¢imo s P,,.

V(Pn):{V]_7V2,...7Vn} |V(Pn)‘:n
E(Pn) = {v1v2,v2vs, ..., vp_1vp} |E(Pa)l =n—1
deg(v1) = 1,deg(v2) =2 e n>3.

P1=Ki =K1, Po =Ky =Ki1,P3 =Koz
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Hiperkocke

Totke d-razseZzne hiperkocke Qy so zaporedja niel in enic dolZine
d. Dve taksni tocki-zaporedji sta sosedi, ¢e se razlikujeta v
natanko enem &lenu.

IV(Qq)| =27
|E(Qq)| =d - 297
Qg je d regularen graf.

Q=K, Q1 =K, Q=G

Podgrafi

Naj bosta H in G grafa.

Pravimo, da je H podgraf grafa G, H C G ,&e je V(H) C V(G) in
E(H) C E(G).

Podgrafi

Podgraf H grafa G je vpet podgraf, &e je V(H) = V(G).

Podgraf H grafa G je induciran podgraf, &e za vsako povezavo
e =uv € E(G) velja: e sta u in v vozlig&i grafa H, potem je tudi
e povezava v grafu H.

Oznake: Naj bo G graf in U C V(G) ter F C E(G).

Z G[U] ozna&imo inducirani podgraf z mnoZico vozlis¢ U.
Z G[F] oznaimo vpet podgraf z mnoZico povezav F.

Definicija sprehoda

Sprehod S v grafu G = (V, E) je zaporedje vozlis¢
upuiup ...Up—1Up,

pri ¢emer sta zaporedni vozli§¢i sprehoda u; in ujq sosedi v grafu
G(i=0,....,n—1).

S| =n.

DolZina sprehoda S = ugus . . . up je enaka n,

Vozlis¢e up imenujemo zacetek, vozlis€e u, pa konec sprehoda.
u — v sprehod je sprehod z zaletkom v u in koncem v v.

Sprehod S = ug ... up je pot, Ce uj #ujzavse 0 < i < j < n.
Sprehod S = ug ... u, je obhod, & je ug = u,.

Sprehod S = ug . .. u, je cikel, &e je ug = up, sicer pa so totke med
sabo razli¢ne in je n > 3.
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Sprehod ali pot Povezane komponente
V mnoZici totk grafa G definirajmo relacijo P z naslednjim

predpisom:

uPv <= v G obstaja u — v sprehod.

Lema
Ce v grafu G = (V, E) obstaja u — v sprehod S, potem v G
obstaja tudi u — v pot.

Posledica (dokaza zgornje leme)
Najkrajsi u — v sprehod v grafu je pot.

Povezanost grafov Razdalja v povezanem grafu

Graf G je povezan, e za vsaki dve vozliti u,v € V(G) v grafu G

obstaja u — v sprehod . Naj bo G povezan graf. Razdalja med totkama v in v v grafu G,

dist(u, v), je dolZina najkrajse u — v poti (sprehoda) v G.

Trditev
Razdalja dist v povezanem grafu ustreza trikotniski neenakosti, za
poljubne tri to¢ke u,v,w grafa G velja

dist(u, w) < dist(u, v) + dist(v, w)
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Dvodelni grafi Zgledi

Grafi P, in Ky, so drevesa.

Graf G je dvodelen, &e lahko totke grafa G pobarvamo z dvema
barvama takd, da ima vsaka povezava krajis¢i razli¢nih barv.

Izrek
Graf G je dvodelen natanko tedaj, ko G ne vsebuje ciklov lihe
dolZine.

Drevesa in gozdovi Prerezne tocke in povezave

v € V(G) je prerezna totka grafa G, &e ima G — v strogo vet
povezanih komponent kot G.
e € E(G) je prerezna povezava grafa G, & ima G — e strogo vet

Drevo je povezan graf brez ciklov. povezanih komponent kot G.

Gozd je graf brez ciklov. Trditev
Trditev e € E(G) je prerezna povezava natanko tedaj, ko e ne leZi na

G je gozd <=> povezane komponente G so drevesa. nobenem ciklu v grafu G.

G je drevo <= G je povezan gozd.
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Zgledi

Lastnosti dreves

Naj bo T drevo z n to¢kami in m povezavami.

1.

A A

T je povezan graf.

T je brez ciklov.

m=n-—1.

Vsaka povezava v T je prerezna.

Za poljubni to¢ki u, v € V(T) obstaja natan&no ena u — v
potv T.

Ce drevesu T dodamo katerokoli novo povezavo, vsebuje
dobljeni graf natanko en cikel.

Vpeto drevo

Naj bo G grafin H C G. H je vpeto drevov G, &e je
» H vpet podgraf v G in

» H drevo.

Lastnosti

Izrek
G je povezan <= G ima vsaj eno vpeto drevo.

Trditev
Ce je T drevo in |V(T)| > 2, potem ima T vsaj dva lista.

Posledica

Ce je G povezan in |V(G)| > 2, potem vsebuje G vsaj dve tocki,

ki nista prerezni.
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Eulerjev problem

Euler, 1736
Konigsberg.

» Ali obstaja obhod po mestu, ki bi prehodil vse mostove in
sicer vsakega natanko enkrat?

Eulerjevi grafi

Sprehod v grafu G je enostaven, &e vsako povezavo uporabi najvel
enkrat.

Problem: Ali v grafu G obstaja enostaven obhod, ki vsebuje vse
povezave in vsa vozli¢a?

Enostaven obhod v grafu G, ki vsebuje vse povezave in vsa vozlis¢a
imenujemo Eulerjev obhod.

Graf G je Eulerjev, &e ima kak Eulerjev obhod.

Eulerjevi grafi

Zgled:

» Eulerjev obhod:

Eulerjev izrek

Izrek (Euler)

Graf G je Eulerjev natanko tedaj, ko je G povezan in so vsa
njegova vozlis¢a sodih stopen.

Posledica

Graf je Eulerjev natanko tedaj, ko ga lahko nariS$emo z eno samo

potezo, ki je povrh vsega Se sklenjena.
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