PERMUTACIJE — 2.del

Potenciranje permutacij

Za mnozenje permutacij, kot tudi za potenciranje, je ugodnejsi zapis permutacij
z disjunktnimi cikli. Pa si najprej oglejmo, kaj se dogaja, ¢e lahko permutacijo
zapisemo z enim samim disjunktnim ciklom. TakSnim permutacijam pravimo tudi
ciklicne permutacije. V ta namen definirajmo permutaciji

=(12345) in  B=(123456).

tako a kot [ sta ciklicni permutaciji, permutacija « je 5-cikel, medtem ko je per-
mutacija ( 6-cikel. Izracunajmo njune potence. Po standardni navadi definiramo

a’ =B =id
o' =a=(12345)
o =a*xa=(12345)%(12345) = (13524)
o =a’xa=(13524)(12345) = (14253)
ot =a’xa=(14253)%(12345) = (15432) = (54321)
o’ =a*xa=(54321) % (12345) = (1)(2)(3)(4)(5) = id

Pa se potence permutacije (3:

Bl =p=1(123456)
B2 =p3x+p=(123456)(123456) = (135)(246)
3% =723 =(135)(246) x (123456) = (14)(25)(36)

p =073 =(14)(25)(36) * (123456) = (153)(264)
B =p'%3=(153)(264) % (123456) = (165432) = (654321)
3= %3 =(654321)*(123456) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = id

Kaksna je torej razlika med potencami permutacije a in 37 Zdi se, da potence
permutacije (§ veckrat razpadejo na produkte disjunktnih ciklov kot potence per-
mutacije o. Zakaj?
Kaj pa potence z visjimi eksponenti? Enostavno. Ker je o® = id velja, da je pri
poljubnem k£ € N potenca
O./k — akmod5 (1)

~1 = o Zato smemo definirati tudi negativne potence

* zveza (1).

Se vec, ker je atsxa = id, je a
permutacije . Tudi, ¢e je k € Z velja za potenco «

Tudi za potence permutacije 3 velja podobna zveza. Pri poljubnem eksponentu
k € Z velja

ﬁk — ﬂk mod 6

Strnimo opazeno v en sam izrek.

Izrek 1 Naj bo « ciklicna permutacija, v zapisu z disjunktnimi cikli naj jo lahko
zapisemo z enim samim n-ciklom. Permutacija v je sestavljena iz ged(n, k) dis-

Jgunktnih ciklov, ki so vsi iste dolZine el



Izreka 1 ne bomo dokazali. Dokaz sam po sebi ni zahteven, je pa potrebno
natancno operirati s Stevilkami in pazljivo racunati v ustreznih kolobarjih ostankov.
Raje navedimo posledico:

Posledica 2 Naj bo v ciklicna permutacija, v zapisu z disjunktnimsi cikli naj jo lahko
zapisemo z enim samim n-ciklom. Potem je 4™ = id in v~ = y"71. Se vec, n je

najmangse strogo pozitivno naravno Stevilo, za katerega je v = id.

Posledica 2 trdi naslednje. Ce je permutacija v n-cikel, potem pri potenciranju
permutacije v na njeno dolZino n dobimo identiteto. Pri potencijanju v na ena many
kot njeno dolzino, to je n — 1, pa dobimo inverz permutacije v, permutacijo v~
To je res posledica Izreka 1 saj moramo poiskati taksno Stevilo &, da bo potenca
permutacije v razpadla na ustrezno Stevilo ciklov, ki bodo vsi dolzine 1. To pa se
zgodi natancéno pri eksponentu n, ¢e je n tudi dolzina cikla ciklicne permutacije ~.

Ravno tako lahko upravicimo dozdevno razlicno obnasanje potenc permutacij o
in #. Permutacija « je po strukturi 5-cikel, in 5 je prastevilo. Zato je pri poljubnem
eksponentu k izraz ged(n, k) bodisi enak 5 bodisi 1. In vsaka potenca permutacije
« razpade na same cikle dolzine 1 (ko 5|k) ali pa “razpade” na en sam cikel dolzine
5, ko je eksponent k tuj stevilu 5.

Kako pa izracunamo potence permutacij, ki niso ciklicne? Pomudimo se pri
znani permutaciji 7 = (1234)(57)(6). Racunajmo.
m=7mxm=(1234)(57)(6)* (1234)(57)(6)
=(1234)%(1234) % (57)* (57) * (6) * (6)
Pri tem smo upostevali, da se Stevila 1,2, 3 in 4 lahko spremenijo samo pri prehodu
preko cikla (1234), medtem ko jih drugi cikli ne motijo. Ravno tako na stevilki 5

in 7 vplivata samo cikla oblike (57). Zato smemo zamenjati vrstni red disjunktnih
ciklov, oziroma:

Trditev 3 Naj bosta permutaciji v, in o ciklicni, njuna cikla pa naj bosta (po
Stevilkah) disjunktna. =, in o komutirata, oziroma

Y1k Y2 = Y2 ¥ -
S pomocjo Trditve 3 lahko izracunamo vse potence permutacije m. Velja namrec
=((1234)(57)(6))"
=(1234)% « (57)F x (6)".
Oziroma, pri konkretnem eksponentu,

2006 1234 2006 (5 7)2006 (6)2006

(1234)

(1 2 34)2006mod4 (5 7)2006m0d2 (6)2006m0d1
(1234)7

(1

1234)% % (57)" * (6)°
3)(24) *id xid = (13)(24).

Potenciranje permutacij strnemo v naslednji izrek:
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Izrek 4 Naj bo permutacija 0 = a * Qg % -+« x , kjer so aq, ..., ap disjunktni cikli
permutacije o. Potem je pri poljubnem k € Z

ak:a’f*a’;*---*af.
Se po domace. Permutacijo potenciramo tako, da jo zapisemo kot produkt dis-

junktnih ciklov, potem pa potenciramo vsak cikel posebej. Na koncu upostevamo
Se dolzine posameznih ciklov.

Pri potenciranju cikli¢nih permutacij « in § smo opazili, da lahko inverzni per-
mutaciji ! in 37! pridelamo tudi tako, da cikla zapisemo v obratnem vrstnem redu.
Analogen premislek velja tudi za permutacije, ki niso cikli¢ne. In celo v primeru, ko
permutacijo zapisemo s cikli, ki niso disjunktni. Cikle zapiSemo v obratnem vrstnem
redu in obratnih vrstnih redih. Kaj to pomeni si oglej na spodnjem zgledu.

Naj bo o =(1234) % (5734) % (817) % (3216),
potem je 0! =(6123) % (718) % (4375) x (4321).

Zapis permutacij kot produkt transpozicij

Izrek 5 Vsako permutacijo m € S, (n > 2) lahko zapisemo kot produkt transpozicij
(2-ciklov).

Jasno je, da te transpozicije, cikli dolzine 2, ne bodo nujno disjunktne. Vsaka
permutacija ima namre¢ natancno doloceno ciklicno strukturo. In ¢e v tej cikli¢ni
strukturi nastopa 3-cikel, se mu v nobenem zapisu permutacije z disjunktnimi cikli
ne bomo mogli izogniti.

Pa za¢nimo z identiteto.
id=(12)%(12)=(12)*(12) % (12) % (12)

Ze identiteto smo uspeli zapisati na dva razlitna nacina kot produkt transpozi-
cij. Torej ne moremo pricakovati, da bo zapis permutacije kot produkt transpozicij
enoli¢no dolocen.

Nadaljujmo z 2-ciklom. No, 2-cikel je transpozicija, torej ga ni treba dodatno
prepisovati kot produkt le-teh.

Kaj pa daljsi cikli? Preveri sam, da je
(123456789) = (12)(13)(14)(15)(16)(17)(18)(19) (2)

Na podoben nacin lahko vsak cikel zapisemo kot produkt transpozicij. Na tem mestu
poudarimo, to nam bo prav prislo kasneje, da smo cikel lihe dolzine zapisali kot
produkt sodo mnogo transpozicij. In podobno, cikel sode dolzine bi mogli zapisati
kot produkt [zho mnogo transpozicij.

Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt disjunktnih ciklov, vsakega od le-
teh kot produkt transpozicij. Sklep. Vsako permutacijo lahko zapisemo kot produkt
transpozicij.

V resnici lahko vsako permutacijo zapisemo kot produkt precej manjsega nabora
transpozicij. Dovolj je izbrati mnozico transpozicij oblike A, = {(12),(13),(14),...,
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(In)}. Pokazali bomo, da lahko vsako permutacijo iz simerti¢ne grupe S,, kot pro-
dukt transpozicij vsebovanih v A,,.

Se nekaj teminologije. Pravimo, da mnozica permutacij G C S, generira Sy,
¢e lahko vsako permutacijo 7 € S,, zapiSsemo kot produkt permutacij iz mnozice G.
Izrek 5 lahko prevedemo v izjavo, da mnozica vseh transpozicij (v katerih nastopajo
stevila med 1 in n) generira S,,.

Trditev 6 Mnozica A, = {(12),(13),(14),...,(1n)} generira S,.

Pokazati je potrebno, da lahko vsako permutacijo 7 zapisemo kot produkt trans-
pozicij iz mnozice A,. Najprej zapiSemo 7 kot produkt disjunktnih ciklov in vsak
cikel kot produkt transpozicij. Torej je za dokaz Trditve 6 dovolj premisliti, da
lahko vsako transpozicijo zapisemo kot produkt transpozicij iz A,,. Kar pa v resnici
ni tezko,

(a1 a9) = (Lay) * (1ag) * (1ay),
in dokaz je zakljucen.

Poskusi pokazati Se naslednji trditvi.

Trditev 7 Mnozica B,, = {(12),(23),(34),...,(n—1n)} generira S,.

Trditev 8 Mnozica C,, = {(12),(123 ... n)} generira S,.



