4. kolokvij, 1994

1. Naj bo U vektorski prostor s skalarnim produktom, A in B pa linearni preslikavi U — U.

Dokazi:

B'A=0 & imB C (imA)*.
2. Katero ploskev predstavlja enacba
X+ y? +42% — 14xy + 8xz — 8yz = 24?

Poisci njene osi. Cim bolj natanéno narisi krivuljo, ki je presek te ploskve z ravnino z = 0.

3. Pois¢i matriko zrcaljenja ¢ez podprostor
V={@abcdeR4a-b-c=0,b-c+4d =0}

v standardni bazi prostora R*.

4. V R® uvedi skalarni produkt tako, da bodo vektorji

(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)

ortonormirani. Glede na tak skalarni produkt izra¢unaj pravokotno projekcijo vektorja
(1,0,0) na vektor (0,1, 0).

4. kolokvij, 1995
1. Dana sta podprostora v IR*
U={(abcdecRa+b+c+d=0},

V={(@,b,cd eRa=2b=—c=2d}.

P naj bo projektor na V vzdolz U. Pois¢i matriki za P in P* v standardnih bazah prostora
R*. Alije P* projektor? Ce je, kam in vzdolz &esa projicira?

2. Poi&¢i matriko kaksne ortogonalne transformacije R* — IR?, ki preslika ravnino x+y+z = 0
na ravnino x — y — 2z = 0 in vektor (1, -1, 0) v vektor (1, 1,0). Koliko je taksnih matrik?

3. Kaj predstavlja ploskev v prostoru R?, podana z enacbo
P4y +22% + 20y —dxz +dyz =17
Cim bolj natan¢no narisi presek te ploskve z ravnino x = 0.

4. Nabo V realen vektorski prostor in K linearna preslikava V' — V. Pokazi, da velja K* = —K
natanko takrat, kadar za vsak vektor x € V velja (Kx, x) = 0.



4. kolokvij, 1996

1. Dana je kvadratna forma
52 3, 2
Qx,y,2) = =53 = Sy + 42" + 7xy = 2xz = 2yz.

Katero ploskev predstavlja enacba Q(x, y,z) = 0? Pois¢i njene osi, jo skiciraj in narisi njen
presek z ravnino x + y +z = 0.

2. Sebi adjungirana linearna preslikava A: R®> — R? ima lastne vrednosti 1, —1 in 0. Njeno
jedro je premica x = -y, z = 0 in velja

A1,1,-1)=(-1,-1,1).
Pois¢i matriko za A" v standardni bazi. V R? imamo standardni skalarni produkt.

3. Najbo P: R® — RR® projektor na ravnino x + y — z = 0 vzdolZ premice x = y = z. Poisdi
matriko za P v standardni bazi. Pokazi, da je tudi P* projektor. Kam projecira in vzdolZ
¢esa? V R® imamo standardni skalarni produkt.

4. V prostoru P(R) polinomov stopnje kve¢jemu dva je dan predpis

1
a0 = I : p(Hq(t) dt + p(0)q(0) .

Pokazi, da je to skalarni produkt in pois¢i kak$no pravokotno bazo ortogonalnega kom-

plementa prostora
V=02 —t).

4. kolokvij, 1997

1. Katero ploskev v prostoru predstavlja enacba
Y2 —32% +dxz = 47
Pois¢i njene osi. Cim bolj natan¢no narii njen presek z ravnino y = 0.

2. (a) Najbo V realen vektorski prostor s skalarnim produktom (-, -) innormo || - ||, porojeno
iz tega produkta. Pokazi, da za poljubna vektorja x, y € V in skalarja «, f € R velja:

@) ||vx +yl? = llx =yl = 4(x, y)
(ii) Ceje |lx]| = [lyll, potem je ||ax + Byl = [lay + BxI.

(b) V R? je dana norma ||(a, b)|| := |a| + |b|. PokaZi, da obstajata taka vektorja x, y € R? in
skalarja @, p € R, daje |[x]| = |lyll, vendar [lax + Byl # llay + px|l. (To pomeni, da tako
definirana norma ni porojena iz skalarnega produkta.)

3. Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom (-, -) in A, B: V — V sebi adjungirani
linearni preslikavi. PokaZi: Ce je za vsak vektor x € V velja enakost

(Ax,x) = (Bx,x),

potem je A = B.



4. V prostoru P;(R) polinomov stopnje najvec ena je dan skalarni produkt
p,q) = p0)9(0) +p(1)g(1).
Najbo A: Pi(R) — P1(R) linearna preslikava, dana s predpisom
(Ap)(D) = (tp(®)) -

Dolodi A*(t + 1).

4. kolokvij, 1998

1. [25 %] Linearna preslikava A, ki slika iz prostora realnih polinomov stopnje najvec¢ dva
vase, je podana s predpisom

1
“pD = Gyl +61 [ peos.
(@) [10 %] Dolo¢i matriko A, ki pripada preslikavi A v standardnih bazah {1, t, £2).
(b) [15 %] Dolo¢i podobno diagonalno matriko in ustrezno prehodno matriko.

2. Naj bo V n-razseZen realni vektorski prostor s skalarnim produktom (-, -), a in b pa dana
linearno neodvisna vektorja iz prostora V. Preslikava A: V — V je podana s predpisom

Ax :={x,a)b.

(@) [10 %] Pokazi, da je preslikava A linearna. Dolo¢i predpis za adjungirano preslikavo
A

(b) [10 %] Doloci lastne vrednosti in ustrezne lastne podprostore preslikave A. Ali se da
preslikava A diagonalizirati? Odgovor utemelji.

(c) [10 %] Kaksna morata biti vektorja 4 in b, da bo preslikava A normalna?

3. [25 %] V prostoru realnih polinom stopnje najvec tri je dan skalarni produkt

1
P9 = fo p(x)g(x)dx .

Poisti kak$no pravokotno bazo mnozice {1 + ¢, 2 — 1}*.
4. [20 %] Cim bolj natan¢no narisi krivuljo v IR?, dolo¢eno z enatbo
—3x% - 8xy + 32 =1.

Doloci osi dane krivulje.



4. kolokvij, 1999

1. Dana je matrika

-6 3 7
A= 0 -1 0
-14 12 15

Pois¢i kaksno matriko B € M3(IR), za katero velja B® = A. Koliko je taksnih matrik?
2. Za katere vrednosti parametra t € IR se da diagonalizirati matrika
1t 25
0 t t+1].
00 -1

3. Na vektorskem prostoru P3(R) realnih polinomov stopnje manjSe ali enake tri je dana
preslikava

1
) = fO P (O () dt + p(0)g(0)

Pokazi, da je to skalarni produkt.

Pois¢i (glede na zgornji skalarni produkt) adjungirano preslikavo A* k preslikavi A, ki je
podana s pravilom
(Ap)(®H) = £p(1/8).
4. Priistem skalarnem produktu kot pri tretji nalogi pois¢i pravokotno projekcijo polinoma

1+t — 3 na podprostor U = kerD?, kjer je Dp := p’. Kolik3na je razdalja tega vektorja do
podprostora U?

4. kolokvij, 2000

1. Na prostoru P>(IR) realnih polinomov stopnje najve¢ dva so dani funkcionali

fi(P)3=6f0p(t)dt; i=1,2,3.

(a) Pokazi, da funkcionali {f1, f», fa} tvorijo bazo prostora P>(IR)".

(b) Kateri polinom po Rieszovem izreku ustreza funkcionalu f, glede na skalarni pro-
dukt

1
(p,q) = I 1 p(t)q(t)dt?

1 0 -3
0 1 0 |.
-3 0 1

(a) Utemelji, zakaj se da matrika A diagonalizirati.
(b) Zan € N pois¢i matriko A™.

2. Dana je matrika

A=




3. V prostoru P>(IR) polinomov stopnje najve¢ dva je dan skalarni produkt

1
(v, q) = I ) p(Hg(t) dt

in podprostor
U :={p € P,(R); p’(0) =0} .

Kateri polinom v prostoru U je najbliZje polinomu r(t) = t + 1? Koliksna je oddaljenost
polinoma r od prostora U?

4. Koliko je ortogonalnih preslikav R?> — R3, ki preslikajo
premico x = ‘%/ =zVvpremico -5 =y =z
in premico x = —y =z v premicox =y =z
Pois¢i matriko katere od njih v standardni bazi prostora R®.

?

4. kolokvij, 2001

1. Linearni preslikavi P: R® — R? v standardnih bazah ustreza matrika

-1 1 2
P=] 6 -2 -6
-4 2 5

(a) Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike P.

(b) S pomocjo tocke (a) opisi, zakaj je preslikava P geometrijsko projekcija. Kam in
vzdolZ Cesa projicira?

2. V prostoru P>(IR) je dan skalarni produkt

(,9) == p(=1q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1)

in podprostor
U:={p e P,(R); p'(1) =0} .

Kateri polinom v prostoru U je najbliZje polinomu #* + t + 12

3. Linearna preslikava A: P»(R) — P»(RR) je podana s predpisom

t
Ao =0+ [ @

Prostor P>(IR) je opremljen z enakim skalarnim produktom kot v drugi nalogi. Katera
matrika pripada preslikavi A* v standardni bazi {1, ¢, t2) prostora P>(IR)?

4. Poisci funkcije x = x(t), y = y(t), z = z(t), ki reSijo sistem diferencialnih enacb:

/

= —x+y
y = 4y-2z
zZ = 6y-3z



4. kolokvij, 2002

1. Izratunaj A1 za matriko

8§ 2 -2
A= 2 5 4
-2 4 5

2. V prostoru realnih polinomov stopnje najve¢ dva je podan skalarni produkt

(p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)9(0) + p(1)4(1) .
V podprostoru
U:={peP(R); p'(0) =p'(1) =0}

poisti polinom, ki je, glede na dani skalarni produkt, najbliZje polinomu #2 + t.

3. Preslikava R: R® — RR® je vrteZ okrog premice
x z
25V 3
Napisi matriko adjungirane preslikave R* glede na obicajni skalarni produkt in opisi njeno
geometrijsko delovanje.

4. Sebi adjungirana linearna preslikava S: R* — R? ima dvojno lastno vrednost 0, pripada-
joci lastni podprostor je ravnina x + y — z = 0; in Se eno lastno vrednost 1. Pois¢i matriko,
ki pripada preslikavi S v standardni bazi prostora R>.

4. kolokvij, 2004
1. Izra¢unaj lastne vrednosti in lastne vektorje (21 + 1) X (2n + 1) matrike:
1
1
1 1 01 1
1
1

Naneoznacenih mestih so ni¢le. Ce naloge ne znas$ reiti v sploSnem, jo resi vsaj v primeru,
ko jen =2 ([15%]).

2. V prostoru realnih linearnih polinomov P1(R) je dan skalarni produkt
(p,9) = p(0)9(0) + p(1)(1)-
Kateri linearni polinom je glede na ta skalarni produkt najbliZje funkciji f(x) = *?

3. Izrac¢unaj peti koren matrike

1 2 0
-1 -2 0
3 5 1



4. V prostoru realnih polinomov stopnje najvec dva P>(IR) je podano pravilo

(p, ) := p(0)q(0) + p’(0)g’(0) + p” (0)g” (0).

(a) Pokazi, daje (-, -) skalarni produkt na P>(IR).
(b) Doloti bazo prostora L{t + 1,1 — 1}*.



