ReSevanje sistemov nelinearnih enacbh

Emil Zagar
3. april 2006

Pogosto namesto ene nelinearne enacbe z eno neznanko, resujemo sistem
ve¢ nelinearnih enacb z veé neznankami. Stevili neznank in enacb sta lahko
razliécni, vendar se bomo tukaj omejili le na sisteme, pri katerih je toliko
neznank, kot enacb.

Resujemo torej sistem

fl(xle"Qa .. .,l‘n)

0,
fz(.%'l,l'g,...,l'n) 0

Y

fu(z1, 20, ...,2,) = 0.
Zaradi krajse pisave uvedemo oznaki
F=(fi,fo,....f)" in z=(v1,20,...,2,)"
in zgornji sistem zapiSemo na kratko
F(z)=0. (1)

Primer 1 Oglejmo si primer preprostega nelinearnega sistema z dvema ne-
znankama (navada je, da v primeru, ko je neznank malo, namesto oznak x;
uporabljamo ¢rke x, y, z,... ),

2 —=3zy*+1=0,
322y —yP=0.

Da se pokazati, da ima sistem tri realne resitve, namrec

o (29) (9)



Resitve prejsnjega sistema nelinearnih enacb bi z malo truda lahko poiskali
analiticno, v splosnem pa je to nemogoce. Zato smo prisiljeni uporabiti nu-
meric¢ne postopke. Med mnozico metod za reSevanje nelinearne enacbe z eno
neznanko je le malo takih, ki se jih da preprosto posploSiti na resSevanje sis-
temov. Tukaj si bomo ogledali, kako to naredimo za priljubljeno Newtonovo
metodo.

Spomnimo se, da je Newtonova iteracija za reSevanje enacbe f(z) =0

X =Ty — f(?L’)
n+l — 4n f/(xn) (2>

Izraz (2) lahko preoblikujemo v
Tng1 = T — [ (@) 7 f ().

Izkaze se, da se ta oblika posplosi tudi na resevanje sistemov (1). Newtonova
iteracija za sistem enacb (ali, kot ji pogosto recemo, Newtonova iteracija v
ve¢ dimenzijah) se namre¢ zapise v obliki

Tpi1 =T, — J(x,)  F(z,). (3)

Pri tem smo z J oznacili Jacobijevo matriko ali Jacobijan sistema. Izracu-
namo jo po predpisu
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Zacetni priblizek za reSitev &y moramo seveda spet izbrati sami. Podobno
kot pri navadni Newtonovi metodi, nimamo vedno zagotovljene konvergence.

Z numeri¢nega vidika je pomembno, kako racunamo nove priblizke po
formuli (3). Nedopustno je ra¢unati inverz matrike J, saj omenjeno formulo
lahko prepisemo v ekvivalentno obliko

JAz, = —F(z,), (4)

pri cemer je Az, := %, 11 — %,. Novi priblizek se potem izracuna kot z, 1 =
Az, + ,. V (4) ne ratunamo inverza matrike J, ampak resujemo sistem,
kar je (predvsem pri vec¢jih n) mnogo hitreje in bolj natancno.

Oglejmo si Se primer uporabe Newtonove iteracije v dveh dimenzijah.



Primer 2 Resujemo enacbo
2 +1=0, zeC. (5)

Mnogi programski jeziki me omogocajo neposrednega racunanja s komple-
ksnimi Stevili, zato moramo enacbo (5) prevesti v ekvivalentno obliko. To
naredimo z uvedbo novih (realnih) spremenljivk x in y ter pisemo z = x+1iy.
Sedaj se (5) prepise v

(x+iy)P+1=a2*+3izy—3xy*—iy>+1=0.

Na levi morata biti torej realni in imaginarni del enaka nic, kar (ne pozabimo,
da sta x in y realna) privede do sistema enacb iz primera 1. Funkcija F in
Jacobijan J sta torej F(z,y) = (2* =3z y?*+ 1,322y — y*)T in

J(x,y) = ( 3(x;z—yy2) 3(;26i§2) ) ’

kar uporabimo za resevange sistema z Newtonovo iteracijo v dveh dimenzijah.
Sedaj lahko “narisemo sliko konvergence”. Izberemo si obmocje v ravnini
(npr. okrog izhodisca). Vsako od treh resitev obarvamo z eno od barv. Tocko
v 1zbranem obmocju obarvamo s tisto barvo, kot je obarvana resitev, h kater:
je konvergirala Newtonova metoda z izbrano tocko kot zacetnim priblizkom.
Tiste tocke, ki niso privedle do konvergence, obarvamo ¢rno.

Slika 1: Slika, ki jo dobimo s slika([-2,2;-2,2],50,1e-5,100,100,1e-4).



