
LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODEMARTIN VUKNaloga. �i£no zanko s pravokotnim tlorisom potopimo v milni
o, tako da se nanjonapne milna opna.PSfrag repla
ements

Slika 1. Ploskev, ki opisuje milni mehur£ek, napet na ºi£no zanko.Radi bi poiskali obliko milne opne, razpete na ºi£ni zanki. Malo brskanja po�zikalnih knjigah in internetu hitro razkrije, da ploskve, ki tako nastanejo, so-dijo med minimalne ploskve http://en.wikipedia.org/wiki/Minimal_surfa
e,ki so burile domi²ljijo mnogim matematikom in nematematikom. Navdu²enje nadminimalnimi ploskvami sta pokazala tudi arhitekta Muen
henskega olimpijskegastadiona, kjer ima streha obliko minimalne ploskve.PSfrag repla
ements

Slika 2. Muen
henski Olimpijski park (slike so vzete iz wikipedie)1



LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE 2Matemati£no ozadje. Ploskev lahko predstavimo s funk
ijo dveh spremenljivk
u(x, y), ki predstavlja vi²ino ploskve nad to£ko (x, y). Na²a naloga bo poiskatifunk
ijo u(x, y) na tlorisu ºi£ne mreºe.Funk
ija u(x, y), ki opisuje milno opno, zado²£a matemati£na ena£bi, znani podimenom Poissonova ena£ba(1) ∆u(x, y) = ρ(x, y).Funk
ija ρ(x, y) je sorazmerna tla£ni razliki med zunanjo in notranjo povr²ino milneopne. Tla£na razlika je lahko posledi
a vi²jega tlaka v notranjosti milnega mehur£kaali pa teºe, v primeru opne, napete na ºi£ni zanki.Diskretiza
ija in linearni sistem ena£b. Problema se bomo lotili numeri£no,zato bomo vrednosti u(x, y) poiskali le v kon£no mnogo to£kah: problem bomodiskretizirali. Za diskretiza
ijo je najpreprosteje uporabiti enakomerno razporejenopravokotno mreºo to£k. To£ke na mreºi imenujemo vozli²£a. Zaradi enostavnostibomo obravnavali le mreºe z enakim ²tevilom to£k v obeh koordinatnih smereh.
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Slika 3. Mreºa vozli²£ na tlorisu ºi£ne zankeOzna£imo z (a, b) levo spodnje, s (c, d) pa desno zgornje oglji²£e tlorisa zanke innaj h = d−b
n

in k = c−a
n

dolo£ata gostoto mreºe v x oziroma y smeri. V mreºi sotorej to£ke s koordinami oblike
xj = a + jh

yi = b + ikza i, j = 0, . . . , n + 1. Zanimajo nas le vrednosti v to£kah na mreºi in namestofunk
ije u(x, y) i²£emo matriko U = [ui,j ] dimenzije n × n, v kateri bodo pribliºnevrednosti ui,j = u(xj , yi). Obliko ºi£ne zanke opisujejo vrednosti funk
ije u narobu pravokotnika, ki so podane kot vhodni podatek. Poznane so torej vrednosti
u0,j, un+1,j, ui,0 in ui,n+1 za poljubne vrednosti indeksov i in j. Naslednji korak



LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE 3je diskretiza
ija Poissonove ena£be (1). Namesto ena£be za zvezno funk
ijo u(x, y),dobimo n2 ena£b
∆ui,j = ρ(xj , yi)z n2 neznankami ui,j . Diskretni pribliºek za Lapla
eov operator(2) ∆u =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2dobimo z drugimi diferen
ami
∂2u(xj , yi)

∂x2
=

1

h2
(u(xj + h, yi) − 2u(xj , yi) + u(xj − h, yi))

=
1

h2
(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1)in podobno za odvod po y. Tako dobimo formulo za Lapla
eov operator (2)

∆u(xj , yi) =
1

h2
(ui,j+1 + ui+1,j − 4ui,j + ui,j−1 + ui−1,j) .�e upo²tevamo ²e, da so ui,j podani z robnimi pogoji za i, j = 0, n + 1, dobimosistem ena£b za u(x, y)

−4u1,1 + u1,2 + u2,1 = h2ρ1,1 − u1,0 − u0,1 = b1

u1,1 − 4u1,2 + u1,3 + u2,2 = h2ρ1,2 − u0,2 = b2... ... ...
un−1,n + un,n−1 − 4un,n = h2ρn,n − un,n+1 − un+1,n = bn(3)V vsakem notranjem vozli²£u mreºe dobimo eno linearno ena£bo, ki skupaj tvorijosistem n2 linearnih ena£b z n2 neznankami. Ne pozabimo, da so vrednosti u znane vrobnih vozli²£ih. Ker bomo sistem re²evali z itera
ijo, lahko za ra£unanje uporabimokar matriko U = [ui,j ]0≤i,j≤n+1.Matri£na oblika sistema. V primeru, da bi imeli opraviti z nehomogenim ali
elo neizotropnim problemom, koe�
ientov sistema ne bi bilo mogo£e vgraditi vprogram. V tem primeru bi bilo bolj pregledno sistem zapisati v matri£ni obliki,tako da elemente matrike ui,j zloºimo v en sam stolpe
. Stolp
e matrike [ui,j ]jrazvrstimo enega pod drugim in dobimo vektor u dolºine n2.

u = [u1,1, u2,1, u3,1, . . .

. . . , u1,2, u2,2, . . . , un,1, un,2, . . . ., un,n]T .Povezava med elementi matrike U = [ui,j] in vektorja u = [uk] je dana z ena£bo
ui,j = u(j(n − 1) + i).Ena£be (3) se sedaj glasijo

−4u1 + u2 + un+1 = b1

u1 − 4u2 + u3 + un+2 = b2...
u1 − 4un+1 + un+2 + u2n+1 = bn+1...

ui + un+i−1 − 4un+i + un+i+1 + u2n+i = bn+i...
un2−n + un2−1 − 4un2 = bn2



LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE 4Matrika sistema je blo£na
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Slika 4. Matrika sistemaZa re²itev sistema potrebujemo ²e vektor desnih strani, ki ga izra£unamo izrobnih pogojev.
b = h2ρ(x, y) − [u0,1 + u1,0, u0,2, . . . , u0,n + u1,n+1, u2,0,

0, . . . , 0, u2,n+1, u3,0, . . .

, un,0 + un+1,1, un+1,2, . . . , un+1,n + un,n+1]
T .Matrika sistema je pre
ej �prazna�, zato jo je smiselno hraniti v kompaktni obliki

5 × n2 podobno kot pri re²evanju tridiagonalnega sistema. Algoritem je potrebnoustrezno prilagoditi.Do istih ena£b pridemo tudi �zikalno z �mahanjem rok�. Predpostavimo, da navrednost v u(i, j) vplivajo le sosednja vozli²£a v mreºi, in si
er u(i−1, j), u(i, j+1),
u(i + 1, j) in u(i, j − 1).
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U(i+1,j)U(i,j)U(i−1,j)

U(i,j+1)

U(i,j−1)
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Slika 5. Sosednja vozli²£a, ki jih v ena£bi upo²tevamo.V ravnovesni legi bo vsota vseh sil, ki delujejo na dano to£ko (xj , yi) v mreºi,enaka ni£. Sila med dvema sosednjima to£kama je sorazmerna njuni vi²inski razliki(glej sliko).PSfrag repla
ements
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Slika 6. Sile med sosednjimi to£kami v mreºiSila, ki je posledi
a tla£ne razlike ρ(x, y), pa je sorazmerna povr²ini malegakvadratka h2

((ui−1,j − ui,j) + (ui,j+1 − ui,j) + (ui+1,j − ui,j) + (ui,j−1 − ui,j)) = h2ρi,j

ui−1,j + ui,j−1 + ui+1,j + ui,j+1 − 4ui,j = h2ρi,jRe²evanje sistema z Ja
obijevo itera
ijo. Ker je matrika sistema skoraj pra-zna, je smiselno uporabiti katero od itera
ijskih metod. Predvsem prostorski prihra-nek bo tako pre
ej²en in bo omogo£il re²evanje sistema tudi za zelo velike dimenzije,ko bi si
er zmanjkalo pomnilnika. Matrika sistema je diagonalno dominantna povrsti
ah in po stolp
ih, ni pa strogo diagonalno dominantna. Ker je v matrikimajhno ²tevilo razli£nih elementov, bomo matriko sistema vgradili kar v algoritem.



LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE 6Re²itev sistema Ax = b z Ja
obijevo itera
ijo dobimo kot zaporedje pribliºkov
Dxn+1 = b − (S + Z)xn,kjer je D diagonala matrike A, S + Z pa preostanek matrike A (A brez diagonale).Naslednji pribliºek po komponentah tako dobimo s formulo(4) xk+1

i =
1

ai,i



bi −

n
∑

j=1,j 6=i

ai,jx
k
j



Za na²o matriko bodo v vsoti nastopali najve£ ²tirje £leni
xk+1

i =
1

−4

(

bi − xk
i−1 − xk

i+1 − xk
i−n − xk

i+n

)

, i 6= kn + 1, kn − 1

xk+1
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−4

(

bi − xk
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i+n

)

, i = kn + 1

xk+1

i =
1

−4

(

bi − xk
i−1 − xk

i−n − xk
i+n

)

, i = kn − 1,pri £emer so elementi xj z indeksom j < 0 ali j > n2 enaki 0.Gauss-Seidlova itera
ija. Konvergen
o itera
ije lahko izbolj²amo, £e pri Ja
obi-jevi itera
iji v formuli (4) uporabimo tiste komponente novega pribliºka x
k+1, kijih ºe poznamo. Tako dobimo Gauss-Seidlovo itera
ijo(5) xk+1

i =
1

ai,i



bi −

i−1
∑
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ai,jx
k+1
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n
∑
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ai,jx
k
j



Za na²o matriko dobimo formulo za izra£un naslednjega pribliºka.
xk+1

i =
1

−4

(

bi − xk+1

i−1
− xk

i+1 − xk+1

i−n − xk
i+n

)

, i 6= kn ± 1.Podobno naredimo ²e v ostalih vrsti
ah.SOR itera
ija. Kot smo se prepri£ali na zgornjem primeru, je konvergen
a Ja
o-bieve in Gauss-Seidlove itera
ije v£asih kaj klavrna. Zato so pred nekaj desetletjirazvili itera
ijsko shemo SOR. Pri tej metodi pribliºke, dobljene z Gauss-Seidlovoitera
ijo, "relaksiramo" s prej²njim pribliºkom. Formule (5) popravimo, tako da novpribliºek po Gauss-Seidlu pomnoºimo z ω in mu pri²tejemo (1 − ω) krat prej²njipribliºek.(6) xk+1

i = ω





1
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

bi −

i−1
∑

j=1

ai,jx
k+1

j −

n
∑

j=i+1

ai,jx
k
j







 + (1 − ω)xk
i .Tako dobimo 
elo druºino itera
ij, parametrizirano z ω. Za ω = 1 dobimo Gauss-Seidlovo itera
ijo. Konvergen
a je seveda odvisna od izbire ω in mogo£e je pokazati,da SOR ne konvergira za ω 6∈ (0, 2).Primer. Poglejmo si ²e primer, ki je na za£etni sliki. Tloris zanke je kvadrat

[−1, 1]× [−1, 1]. Ploskev je na robu kvadrata podana s funk
ijami u(x, 1) = 1−x2,
u(1, y) = 2 − 2x2 in u(x,−1) = u(−1, y) = 0. Slika na za£etku je izra£unana namreºi 20 × 20.


