LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE

MARTIN VUK

Naloga. Zitno zanko s pravokotnim tlorisom potopimo v milnico, tako da se nanjo
napne milna opna.

SLIKA 1. Ploskev, ki opisuje milni mehurcek, napet na zi¢no zanko.

Radi bi poiskali obliko milne opne, razpete na Z7i¢ni zanki. Malo brskanja po
fizikalnih knjigah in internetu hitro razkrije, da ploskve, ki tako nastanejo, so-
dijo med minimalne ploskve http://en.wikipedia.org/wiki/Minimal_surface,
ki so burile domisljijo mnogim matematikom in nematematikom. NavduSenje nad
minimalnimi ploskvami sta pokazala tudi arhitekta Muenchenskega olimpijskega
stadiona, kjer ima streha obliko minimalne ploskve.
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SLIKA 2. Muenchenski Olimpijski park (slike so vzete iz wikipedie)
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Matemati¢no ozadje. Ploskev lahko predstavimo s funkcijo dveh spremenljivk
u(x,y), ki predstavlja visino ploskve nad toc¢ko (x,y). NaSa naloga bo poiskati
funkcijo u(x, y) na tlorisu Zifne mreze.

Funkcija u(z,y), ki opisuje milno opno, zados¢a matemati¢na enacbi, znani pod
imenom Poissonova enacba

(1)

Funkcija p(z, y) je sorazmerna tla¢ni razliki med zunanjo in notranjo povrsino milne
opne. Tlacna razlika je lahko posledica viSjega tlaka v notranjosti milnega mehurcka
ali pa teZze, v primeru opne, napete na 7i¢ni zanki.

Au(x,y) = p(x,y).

Diskretizacija in linearni sistem enacb. Problema se bomo lotili numeri¢no,
zato bomo vrednosti u(z,y) poiskali le v kon¢no mnogo tockah: problem bomo
diskretizirali. Za diskretizacijo je najpreprosteje uporabiti enakomerno razporejeno
pravokotno mrezo tock. Tocke na mrezi imenujemo vozliséa. Zaradi enostavnosti
bomo obravnavali le mreze z enakim §tevilom tock v obeh koordinatnih smereh.
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SLIKA 3. MreZa vozIlis€¢ na tlorisu Zi¢ne zanke

Oznatimo z (a, b) levo spoduje, s (¢, d) pa desno zgornje ogljisce tlorisa zanke in

d=b

naj h =

torej tocke s koordinami oblike

in k = <% dolocata gostoto mreZe v x oziroma y smeri. V mreZi so

z; = a+jh
yi = b+ik
za 1,7 = 0,...,n+ 1. Zanimajo nas le vrednosti v tockah na mrezi in namesto

funkcije u(x,y) i8¢emo matriko U = [u; ;] dimenzije n x n, v kateri bodo priblizne
vrednosti w; ; = u(zj,y;). Obliko Zi¢ne zanke opisujejo vrednosti funkcije u na
robu pravokotnika, ki so podane kot vhodni podatek. Poznane so torej vrednosti
UQ, 5, Un+1,j, Ui,0 iN U; py1 za poljubne vrednosti indeksov ¢ in j. Naslednji korak
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je diskretizacija Poissonove ena¢be (1). Namesto enacbe za zvezno funkcijo u(z,y),
dobimo n? enac¢h

Aui,j = P(Ijv yz)

z n? neznankami u; ;. Diskretni priblizek za Laplaceov operator
0%u  0%u

2 Au=—+ —

2) ox? + oy?

dobimo 7z drugimi diferencami

O%u(x;,y;) 1
—r = g (e hoye) = 2l i)+l — b))
1
= 12 (wij1 — 2us 5 + Ui j—1)

in podobno za odvod po y. Tako dobimo formulo za Laplaceov operator (2)

1
Au(@j,yi) = 15 (Wig1 + igry — i+ Uij-1 + Uiz15).
Ce upoStevamo Se, da so u;; podani z robnimi pogoji za 7,5 = 0,7 + 1, dobimo
sistem enacb za u(z,y)

_ 2 _
—duy 1 +ur o +uy = hp1,1 —u1,0 — Uo,1 =b
_ 2 _
Ui, —4ur2 Fui s +use = hZp1,2 —ug2 = by
_ 12 _
(3) Un—1,n + Un,n—1 — 4un,n = h Pnn — Unnt+l — Un+ln = bn

V vsakem notranjem vozlis¢u mreze dobimo eno linearno enacbo, ki skupaj tvorijo
sistem n? linearnih enacb z n? neznankami. Ne pozabimo, da so vrednosti u znane v
robnih vozli¢ih. Ker bomo sistem resevali z iteracijo, lahko za ra¢unanje uporabimo
kar matriko U = [ui7j]097j§n+1.

Matri¢na oblika sistema. V primeru, da bi imeli opraviti z nehomogenim ali
celo neizotropnim problemom, koeficientov sistema ne bi bilo mogoc¢e vgraditi v
program. V tem primeru bi bilo bolj pregledno sistem zapisati v matri¢ni obliki,
tako da elemente matrike u; ; zlozimo v en sam stolpec. Stolpce matrike [u; ;];

razvrstimo enega pod drugim in dobimo vektor u dolZine n2.
u = [ui, ueg us, .
T
i) ul,Qa u2,2;"'1 un,l; un,2;""7 un,n]

Povezava med elementi matrike U = [u; ;] in vektorja u = [uy] je dana z enatbo
u;; =u(j(n —1) +1).
Enacbe (3) se sedaj glasijo

—4dur +us +Upt1 = by
uy — 4UQ + us + Un+4+2 = b2
Ul — 4Upq1 F Ung2 FU2pp1 = bpp
Ui + Unti-1 — Ynpi T Unpitl T U2nts = bpyi

Up2_p FUp2_1 —4dUy2 = b2
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Matrika sistema je blo¢na
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SLIKA 4. Matrika sistema

Za resitev sistema potrebujemo e vektor desnih strani, ki ga izracunamo iz

robnih pogojev.
b = th(:v,y) — [uo,1 + u1,0, uo,2, . -

0,.. '707u2,n+17u3,07 s

Sy U0n T UL nt1, U2,0,

T
7un,0 + un+1,17 un+1,27 o .. 7un+1,n + un,nJrl]

Matrika sistema je precej “prazna”, zato jo je smiselno hraniti v kompaktni obliki
5 x n? podobno kot pri refevanju tridiagonalnega sistema. Algoritem je potrebno
ustrezno prilagoditi.

Do istih enacb pridemo tudi fizikalno z “mahanjem rok”. Predpostavimo, da na
vrednost v u(4, §) vplivajo le sosednja vozlis¢a v mrezi, in sicer u(i—1, j), u(i, j+1),
u(i+1,7) in u(z,j —1).



LINEARNI SISTEMI: ITERATIVNE METODE 5
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SLIKA 5. Sosednja vozli§¢a, ki jih v enac¢bi upoStevamo.

V ravnovesni legi bo vsota vseh sil, ki delujejo na dano tocko (z;,y;) v mrezi,
enaka ni¢. Sila med dvema sosednjima tockama je sorazmerna njuni viginski razliki

(glej sliko).

Uit1

SLIKA 6. Sile med sosednjimi tockami v mrezi

Sila, ki je posledica tla¢ne razlike p(z,y), pa je sorazmerna povrsini malega
kvadratka h?

((wie1,j — wig) + (i1 — wig) + (Wig1; — wij) + (Uijo1 —wij)) = h’pij

2
Wim1j+ i1+ Uip1j +uijyr —dui; = hopij

ReSevanje sistema z Jacobijevo iteracijo. Ker je matrika sistema skoraj pra-
zna, je smiselno uporabiti katero od iteracijskih metod. Predvsem prostorski prihra-
nek bo tako precejien in bo omogodil reSevanje sistema tudi za zelo velike dimenzije,
ko bi sicer zmanjkalo pomnilnika. Matrika sistema je diagonalno dominantna po
vrsticah in po stolpcih, ni pa strogo diagonalno dominantna. Ker je v matriki
majhno Stevilo razliénih elementov, bomo matriko sistema vgradili kar v algoritem.
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Resitev sistema Ax = b z Jacobijevo iteracijo dobimo kot zaporedje priblizkov
Dxpy1=b—(S+ 2)xy,

kjer je D diagonala matrike A, S+ Z pa preostanek matrike A (A brez diagonale).
Naslednji priblizek po komponentah tako dobimo s formulo

1 n
k+1 _ 2 : k
(4) Z; = o bi - ai,jxj
o J=1,j#i

Za nago matriko bodo v vsoti nastopali najve¢ §tirje ¢leni

k+1 1 k k k k .

x; = _—(bi—xi_l—:Ei+1—:1ci_n—:1ci+n), i#kn+1kn—1
1

k+1 k k k S

x; = _—4(()1-—:1:”1—331-7"—:1:”"), i=kn+1
1

k+1 Lk k k .

x; = (bl—xi_l—xi_n—aji+n), i=kn—1,

pri Cemer so elementi z; z indeksom j < 0 ali j > n? enaki 0.

Gauss-Seidlova iteracija. Konvergenco iteracije lahko izboljsamo, ¢e pri Jacobi-
jevi iteraciji v formuli (4) uporabimo tiste komponente novega priblizka x**!, ki
jih Ze poznamo. Tako dobimo Gauss-Seidlovo iteracijo

1 i—1 n
k+1 __ k+1 k
(5) = — b= ) ettt = Y ek
=1

Py
L j=i+l

Za naso matriko dobimo formulo za izrac¢un naslednjega priblizka.

K3 —n

1 .
it = = (b — ! — a2k —afth —ak ), i#kn
Podobno naredimo 8e v ostalih vrsticah.

SOR iteracija. Kot smo se prepric¢ali na zgornjem primeru, je konvergenca Jaco-
bieve in Gauss-Seidlove iteracije véasih kaj klavrna. Zato so pred nekaj desetletji
razvili iteracijsko shemo SOR. Pri tej metodi priblizke, dobljene z Gauss-Seidlovo
iteracijo, "relaksiramo" s prej$njim priblizkom. Formule (5) popravimo, tako da nov
priblizek po Gauss-Seidlu pomnozimo z w in mu pristejemo (1 — w) krat prej$nji
priblizek.

—1 n
1 3
k+1 _ L S ok _ k
(6) T =w o b; Zamxj Z a; ;T + (1 —w)zy.
’ j=1 j=1+1

Tako dobimo celo druZzino iteracij, parametrizirano z w. Za w = 1 dobimo Gauss-
Seidlovo iteracijo. Konvergenca je seveda odvisna od izbire w in mogoce je pokazati,
da SOR ne konvergira za w ¢ (0, 2).

Primer. Poglejmo si 8e primer, ki je na zacetni sliki. Tloris zanke je kvadrat
[~1,1] x [=1,1]. Ploskev je na robu kvadrata podana s funkcijami u(x,1) = 1 — 22,
u(l,y) = 2 — 222 in u(z,—1) = u(—1,y) = 0. Slika na zafetku je izracunana na
mrezi 20 x 20.



