Binarna drevesa

Obravnavali bomo

* Binarna drevesa in binarna iskalna drevesa.
* Iskanje elementov v drevesu

* VnasSanje elementov v drevo.

* Brisanje elementov iz drevesa.

* Prehajanje po drevesu.




Binarna drevesa (1)

Binarno drevo ima glavo ter vrsto vozliS¢€, s povezavami povezanih v
hierarhiCno strukturo:

— Vsako vozlisCe vsebuje en element (vrednost ali objekt) in
povezavi na najvec dve drugi vozlisCi (njegovega levega in
desnega sina).

— Glava vsebuje kazalec na vozliSCe, ki je doloCeno kot korensko
vozliscCe

— List je vozliS¢e brez sinov (oha li sta null).
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Binarna drevesa: primer

struct Node {

Int Value;

struct Node *Left;

struct Node *Right; Left
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http://www.programmersheaven.com/download/16602/download.aspx

Binarna drevesa (2)

Vsako vozlisCe, razen korena, je levi ali desni sin nekega drugega
vozliSCa (starsa).

Korensko vozliSCe nima starSa. Nanj kaze glava (header).
Velikost binarnega drevesa je Stevilo vozliScC.

Prazno binarno drevo ima velikost niC. Kazalec nanj (glava) je enak
null.




Binarna drevesa In poddrevesa

* Vsako vozliSCe ima levo in desno poddrevo (ki pa sta lahko prazni).

* Levo (desno) poddrevo je predstavljeno z levim (desnim) sinom skupaj z
njegovimi sinovi, vnuki itd..

Levo
poddrevo A

Desno
poddrevo A

Levo poddrevo B je Desno
prazno poddrevo B

Levo poddrevo C Desno poddrevo C




Binarna drevesa In poddrevesa
—_—

* Vsako poddrevo je spet drevo.

* Tako dobimo rekurzivno definicijo.
Binarno drevo je:
— prazno, ali

— heprazno, v tem primeru ima korensko vozlisCe, ki vsebuje
en element in linka na levo in desno poddrevo




VozlisCa In globina drevesa
—_—

* Opazka: Za vsako vozlisCe N v drevesu je natancno eno
zaporedje povezav med korenskim vozlisSCem in N.

* Globina vozlisca N je Stevilo povezav med korenskim
vozlisCem in N.

* Globina drevesa je globina najglobljega vozliSCa v drevesu.
— Drevo z enim samim vozliS€em ima globino O.

— Po dogovoru ima prazno drevo globino —1.
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Ponazoritev globine dreves
—_—

(a) |* . A .\\ """"""""""" globina 0
B B o N O globina 1
uravnoveseno % \ r/ \1
__________ D 1 E -4+ F - globina 2
b) | e /, J globina 0
__________ o K o1 L |- globinal
Neuravnoveseno % \
M | N o globina 2

........................... P - globina 3




Ponazoritev globine dreves (2)

© [+ > S o globina 0
__________ \T o < eeeseesssoe------- globina 1

e % ------------------ \;J q\"‘ """"""""""""""" globina 2
Neuravnoveseno | V \- --------------------- globina 3
----------------------------------- W o globina 4

........................................... X |- globina 5




Uravnovesena binarna drevesa
o

* Binarno drevo globine dje uravnoveseno, Ce imajo
vsa vozlisCa na globinah 0, 1, ..., d-2 dva otroka.

— VozliSCa na globini d-1 imajo lahko 2/1/0 sinov.
— VozliSCa na globini d ne smejo imeti sinov (po definiciji).
— Binarno drevo globine 0 ali 1 je vedno uravnoveseno.

* Uravnoveseno binarno drevo globine d ima najmanj 2°
In najveCc 2* — 1 vozlisc.



Binarno drevo: demo
—_—

PPT

Program prikazuje izgradnjo binarnega drevesa v jeziku C.
Uporablja dinamicno alokacijo pomnilnika, kazalce in rekurzijo.

V drevo vstavljamo nakljucne vrednosti
Na koncu z rekurzijo izpiSemo urejeno vsebino drevesa.


file:///tree.c
file:///tree.ppt

Binarna iskalna drevesa
—_—

Binarno iskalno drevo (binary search tree ,BST) je urejeno binarno
drevo z naslednjimi lastnostmi:

*Levo poddrevo nekega vozla vsebuje le vozle z vrednostmi kljuCev
manjSimi od vrednosti kljuCa tega vozla.

*Desno poddrevo nekega vozla vsebuje le vozle z vrednostmi kljucCev, ki
so vecje od vrednosti kljuCa tega vozla.

*Tako levo kot desno poddrevo morata spet biti binarni iskalni drevesi.



file:///bstTest.c
file:///bst.c
file:///bst.h

Primeri binarnih iskalnih dreves
<
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Implementacija vozlisca BST drevesa v
S = V]

public class BSTNode {

protected Comparable element;
protected BSTNode left, right;

protected BSTNode (Comparable elem) {
element = elem,;
left = null; right = null;

}



Implementacija BST drevesa v Javi
B A —

public class BST {
private BSTNode Vroot;

public BST () {
// konstruktor za prazno drevo.

root = null: 2
) korensko

N 7
7




Iskanje v binarnem iskalnem
— droyocy

* Problem: V BST iSCemo podano ciljno vrednost.

* |deja: Ciljno vrednost primerjamo z vrednostjo elementa v
korenu.

— Ce je ciljna vrednost enaka, smo iskanje uspe3no koncali.

— Ce je ciljna vrednost manj$a, nadaljujemo iskanje v levem
poddrevesu.

— Ce je ciljna vrednost veé&ja, nadaljujemo iskanje v desnem
poddrevesu.

— Ce je poddrevo prazno, je iskanje ne




Uspesno iskanje (animacija)
<

To find which if any node of a BST contains an element equal to target:

1. Set curr to the BST’s root.

2. Repeat:
2.1. If curr is null, terminate with answer none.
2.2. Otherwise, if target is equal to curr’s element, terminate with answer curr.
2.3. Otherwise, if target is less than curr’s element, set curr to curr’s left child.
2.4. Otherwise, if target is greater than curr’s element, set curr to curr’s right

child.
root | ® :/, lev «\ target| pujs
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Neus

pesno iskanje (animacija)
<

2. Repeat:

child.

2.1. If curr is null, terminate with answer none.
2.2. Otherwise, if target is equal to curr’s element, terminate with answer curr.
2.3. Otherwise, if target is less than curr’s element, set curr to curr’s left child.
2.4. Otherwise, if target is greater than curr’s element, set curr to curr’s right

root| ®

curr

>, lev o
/ ~.
» fazan » Iiba
/ \
CIV o pujs tiger
\
dihur

To find which if any node of a BST contains an element equal to target:
1. Set curr to the BST’s root.

target

g0Ss

10-18



Kompleksnost iskanja
<

* Analiza (Stetje primerjav):
Naj bo velikost BST n (drevo ima n vozlisc).
Ce je d globina BST, je Stevilo primerjav najve¢ d+1.

« Ce je BST uravnoveseno, ima globino floor(log, n):
Primerjav je najvec floor(log, n) + 1
Kompleksnost najboljSega primera je O(log n).

« Ce je drevo neuravnove$eno, ima globino najve¢ n—1:
Primerjav je najveC n

Kompleksnost v najslabsem primeru je is O(n).



Implementacija iskanja v Javi
="

public BSTNode search (Comparable target) {

int direction = 0;

BSTNode curr = root;

for (i) {
if (curr == null) return null;
direction = target.compareTo(curr.element);
if (direction > 0) curr = curr.right;
else if (direction < 0) curr = curr.left;

else return curr;



Vstavljanje elementov v drevo
R e

Zamisel:

Nov element vnasamo v BST tako, kot bi v drevesu ta
element iskali.

Ce elementa 3e ni, nas iskanje pripelje do povezave null.

To prazno povezavo nadomestimo z listom, ki vsebuje nas element.




Vstavljanje v prazno drevo

o leieecole

To insert the element elem into a BST:
1. Set parent to null, and set curr to the BST’s root.
2. Repeat:
2.1. If curr is null, replace the null link from which curr was taken by a
link to a newly-created leaf node with element elem, and terminate.
2.2. Otherwise, if elem is equal to curr’s element, terminate.
2.3. Otherwise, if elem is less than curr’s element, set parent to curr
and set curr to curr’s left child.
2.4. Otherwise, if elem is greater than curr’s element, set parent to curr
and set curr to curr’s right child.

root| ® > g0S elem| gos

parent

curr




Vstavljanje v neprazno drevo

— (enimaci——

To insert the element elem into a BST:
1. Set parent to null, and set curr to the BST’s root.
2. Repeat:
2.1. If curr is null, replace the null link from which curr was taken by a
link to a newly-created leaf node with element elem, and terminate.
2.2. Otherwise, if elem is equal to curr’s element, terminate.
2.3. Otherwise, if elem is less than curr’s element, set parent to curr
and set curr to curr’s left child.
2.4. Otherwise, if elem is greater than curr’s element, set parent to curr
and set curr to curr’s right child.

root | ® >, lev elem| gos
/ ~.
parent | ® —, fazan riba
curr ,/

Crv




Kompleksnost vstavljanja
=

* Analiza (Stetje primerjav):

Stevilo primerjav je enako kot pri iskanju v BST.
* Ce je BST uravnoveseno:

Maks. Stevilo primerjav= floor(log, n) + 1

Kompleksnost je v najboljSem primeru O(log n).
* Ce je BST neuravnoveseno:

Maks. St. Primerjav = n

Kompleksnost je v najslabsem primeru O(n).



Implementacija vstavljanja v Javi
=

public void insert (Comparable elem) {
int direction = 0;
BSTNode parent = null, curr = root;
for (;) {
If (curr == null) {
BSTNode ins = new BSTNode(elem);
if (root == null) root = ins;
else if (direction < 0)
parent.left = ins;
else parent.right = ins;
return;

}

direction = elem.compareTo(curr.element);
if (direction == 0) return;

parent = curr;

if (direction < 0) curr = curr.left;

else curr = curr.right;



Primer zaporednih vstavljan|
=

Animacija (vstavljamo ‘lev’, 'fazan’, 'riba’, 'Crv’, 'pujs’, 'dihur’,
‘tiger’):

Ko vstavimo ‘tiger’:

. >, lev o
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Primer zaporednih vstavljanj (2)
<

Animacija (vstavljamo 'crv’, 'dihur’, 'fazan’, ‘lev’, 'pujs’, 'riba’):

Ko vstavimo ’riba’:

T v .

\
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Brisanje elementov v binarnem iskalnem drevesu
—

Primert:

* Brisanje najbolj levega elementa v poddrevesu.
* Brisanje najviSjega elementa v poddrevesu.

* Brisanje poljubnega elementa v poddrevesu.




Brisanje vozla

Ko brisemo vozel, moramo nekaj narediti z njegovimi otroki.
Ce otrok ni, ni problem. Vozel enostavno zbrisemo.

Ce imamo le levega otroka, spet ni problem; odstranimo vozel in na
njegovo mesto postavimo njegovega levega otroka.

Isto je samo z desnim otrokom: otroka postavimo na mesto
brisanega vozla.

Problem nastane pri brisanju vozla z levim in desnim otrokom. Na
mesto brisanega vozla lahko damo tako levega kot desnega otroka,
toda kaj naj naredimo z drugim otrokom in njegovim poddrevesom?

ResSitev je naslednja: poiSCemo logiCnega naslednika brisanega
vozla. Primer: Imejmo drevo s celimi Stevili in brisemo vozel z
vrednostjo 35. Logicni naslednik je naslednje vecje Stevilo. Ce bi
namrec imeli premi prehod (drevesa), bi bil to element po tistem
vozlu, ki ga bomo zbrisali.



Brisanje najbolj levega elementa(1)
<

Mozna sta dva primera.
1) Najvisje vozlisSCe poddrevesa nima levega sina.
2) Najvisje vozliSCe poddrevesa ima levega sina.

Opomba: najbolj levo vozlisce po definiciji ne
more imeti levega sina.



Brisanje najbolj levega elementa(2)

E N unm

Odstranimo najvisje vozlisCe, ohranimo pa njegovo desno
poddrevo. Primer:

Prej: S

lev o

riba
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Brisanje najbolj levega elementa

—_—

Primer 2 (NajviSje vozliSCe ima levega sina ):

Povezemo stars najbolj levega vozlisSCa z desnim sinom najbolj levega

vozliS¢a. Primer:
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Brisanje najbol| levega elementa(4)
o— T Il Tveda tle iR i ald/)

Algoritem brisanja najbolj levega elementa v nepraznem
drevesu, ki ima najvisje vozlisSCe oznaceno s top:

1. If top has no left child:

| Primer 1

1.1. Terminate with top’s right child as answer.

2. If top has a left child:

| Primer 2

2.1. Set parent to top, and set curr to top’s left child.
2.2. While node curr has a left child, repeat:
2.2.1. Set parent to curr, and set curr to curr’s left child.
2.3. Set parent’s left child to curr’s right child.
2.4. Terminate with top as answelr.



Implementacija metode v Javi
=

private BSTNode deleteLeftmost () {

if (this.left == null)
return this.right;

else {
BSTNode parent = this, curr = this.left;
while (curr.left '= null) {

parent = curr; curr = curr.left;

}
parent.left = curr.right;
return this;



Brisanje najvisjega elementa (1)
e

* Mozni so 4 primeri:
1) Najvisje vozlisCe nima sinov.
2) Najvisje vozlisCe ima samo desnega sina.
3) Najvisje vozlisCe ima samo levega sina.
4) NajviSje vozlisCe ima levega in desnega sina.




Brisanje najvisjega elementa (2)
e

Primer 1 (Najvisje vozliSCe nima sinov):
Poddrevo izpraznimo. Primer:

Prej: > lev

smeti

Potem: lev ——




Brisanje najvisjega elementa (3)

Primer 2 (NajviSje vozlisSCe ima |le desnega sina):
Najvisje vozliSCe odstranimo, ohranimo pa njegovo desno poddrevo.
Primer.:

Prej: o lev

~.

o Tiba o

/ \

pujs tiger

Potem: kw\\;\l

s Iiba o

/ \

pujs tiger
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Brisanje najvisjega elementa (4)
oo E TTajvisjeda sleliieiia (%)

Primer 3 (NajviSje vozlisCe ima le levega sina):
Odstranimo najvisje vozlisCe, ohranimo poa njegovo levo
poddrevo. Primer:

Prej: . > lev
'/, fazan ,\
Crv g0s
Potem: | o lev ———  smeti

o fazan o

/ \

Crv g0s




Brisanje najvisjega elementa (5)
<

Primer 4 (NajviSje vozlisSCe ima dva sinova):
Najbolj levi element desnega poddrevesa kopiramo v najvisje vozlisce.
Nato zbriSemo najbolj levi element desnega poddrevesa. Primer.:

Prej: . >, lev «\
'/, faziln /, riba ,\
CIV o DUjS o | tiger
Potem: | ~lp PUJS o

» fazan ri% smeti

CIV o DUjS o | tiger




Brisanje najvisjega elementa (6)
<

* Algoritem:

Za brisanje najviSjega elementa v poddrevesu, katerega

najvisje vozlisCe je top:
1. If top has no left child: | primera 1, 2

1.1. Terminate with top’s right child as answer.

2. If top has no right child: | primera 1, 3
2.1. Terminate with top’s left child as answer. |

3. If top has two children: |_primer 4

3.1. Settop’s element to the leftmost element in top’s right
Subtree.

3.2. Delete the leftmost element in top’s right subtree.

3.3. Terminate with top as answer.



Brisanje najvisjega elementa (7)
e

* Pomozen algoritem:

DoloCanje najbolj levega elementa v nepraznem poddrevesu,

RV

1. Set curr to top.
2. While curr has a left child, repeat:
2.1. Set curr to curr’s left child.
3. Terminate with curr's element as answer.



Brisanje najvisjega elementa (8)

Implementacija metode v Jauvi:

public BSTNode deleteTopmost () {

if (this.left == null)
return this.right;

else if (this.right == null)
return this.left;

else { // to vozlisce ima dva sinova
this.element = this.right.getLeftmost();
this.right = this.right.deleteLeftmost();
return this;

private Comparable getLeftmost () {
BSTNode curr = this;
while (curr.left '= null)
[ PomoZna ]/> curr = curr.left;
metoda return curr.element;

}




Brisanje danega elementa (algoritem)
o

BriSemo element elem

1. Set parent to null, and set curr to the BST’s root node.
2. Repeat:
2.1. If curris null:
2.1.1. Terminate.
2.2. Otherwise, if elem is equal to curr's element:
2.2.1. Delete the topmost element in the subtree
whose
topmost node is curr, and let del be a link to the
resulting subtree.
2.2.2. Replace the link to curr by del.
2.2.3. Terminate.
2.3. Otherwise, if elem is less than curr's element:
2.3.1. Set parent to curr, and set curr to curr’s left
child.
2.4. Otherwise, if elem is greater than curr’'s element:



Brisanje danega elementa (animacija)
o

To delete the element elem in a BST:
1. Set parent to null, and set curr to the BST’s root node.
2. Repeat:
2.1. If curr is null, terminate.
2.2. Otherwise, if elem is equal to curr’s element:
2.2.1. Delete the topmost element in the subtree whose topmost
node is curr, and let del be a link to the resulting subtree.
2.2.2. Replace the link to curr by del.
2.2.3. Terminate.
2.3. Otherwise, ...

root| ® o lev o elem| fazan

~.

fazan o s Tiba o

\ / \

dihur pujs tiger




Implementacija brisanja danega elementa v
S

public void delete (Comparable elem) {
int direction = 0;
BSTNode parent = null, curr = root;
for (5;) {
if (curr == null) return;
direction = elem.compareTo(curr.element);
if (direction == 0) {
BSTNode del = curr.deleteTopmost();
if (curr == root) root = del;
else if (curr == parent.left)
parent.left = del;
else parent.right = del;
return;

}

parent = curr;
if (direction < 0)
curr = parent.left;
else // direction >0
curr = parent.right;



Brisanje BST v praksi

2 i e s —

Ali je BST uravnoveseno ali neuravnoveseno, je odvisno od
vrstnega red vnasanj in brisan.

Brisanja lahko uravnovesSeno drevo spremene v
neuravnoveseno in obratno.



Primer: zaporedna brisanja

Animacija (brisanje ‘lev, 'fazan’, 'pujs’):

After deleting ’pujs’:

>, Iiba

Crv ,\ tiger
dihur smeti




Prehod po binarnem drevesu
<

* Prehod po binarnem drevesu: Vsa vozliSCa
(elemente) drevesa obiscemo v doloCenem vrstnem

redu.

* Premi prehod,
* Obratni prehod
* Vmesni prehod

// VV\\
W, 7 \t \\
’ "—-—_1 ~
/ L ’l;/ \\
\~-=J \—_-_-_’/



Primer vmesnega prehoda

/// .'// \\ ¥\\
;" o fazan " riba_o
_1_% / \ r/ // \\! ,I

v o ) . DUj$ tiger

\
\\1’

 ——
dihur

Pri vimesnem prehodu obiskujemo elemente v narascajoCem
zaporedju.



Algoritem vmesnega prehoda
<

To traverse, in in-order, the subtree whose topmost node is top:

1. If top is not null:
1.1. Traverse, in in-order, top’s left subtree.

1.2. Visit top.
1.3. Traverse, in in-order, top’s right subtree.

2. Terminate.



Primer: izpis elementov v premem

e—— prghody

public static void printinOrder (BSTNode top) {
// Print, in ascending order, all the elements in the BST subtree

// whose topmost node is top.

if (top !'= null) {
. | ObiScemo top
printinOrder(top.left); Zazpm clementa).

System.out.printin(top.element);

printinOrder(top.right);



Primer premega prehoda

N\ \\
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Algoritem premega prehoda
<

I/ najvisje vozlisCe poddrevesa je top:

1. If top is not null:
1.1. Visit top.
1.2. Traverse, in pre-order, top’s left subtree.
1.3. Traverse, in pre-order, top’s right subtree.

2. Terminate.



Perimer obratnega prehoda

7 L
P V 4
/’ >, lwxg
7 / S
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Algoritem obratnega prehoda
<

I/ najvisje vozlisCe poddrevesa je top:

1. If top is not null:
1.1. Traverse, in post-order, top’s left subtree.
1.2. Traverse, in post-order, top’s right subtree.
1.3. Visit top.

2. Terminate.



Casovna kompleksnost algoritmov
o

Operacija Algoritem Casovna
kompleksnost
contains BSTiskanje  O(log n) best
O(n) worst
add BST vnaSanje O(log n) best
O(n) worst
remove BST brisanje  O(log n) best

O(n) worst



Vec o binarnih drevesih
o

) Sekcija 1. Struktura binarnega drevesa — hiter uvod v
binarna drevesa in kodo operacij na njin

J Sekcija 2. Problemi z binarnimi drevesi — prakticni
problemi v narascajocem vrstnem redu po tezavnosti

- Sekcija 3. C reSitve — koda resitev problemov za
programerje v C in C++

1 Sekcija 4. Java verzija — koda reSitev problemov za
programerje v Javi


http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html
http://cslibrary.stanford.edu/110/BinaryTrees.html

Uravnotezena drevesa

Faktor uravnovesenosti (balance factor) vozla je viSina njegovega levega poddrevesa minus
viSina desnega poddrevesa.

Vozel s faktorjem uravnoveSenosti enakim 1, 0, ali —1 je uravnoveSen. Vozel z drugacnim
faktorjem uravnoveSenosti je neuravnovesen in terja ponovno uravnovesenje drevesa. Faktor
uravnovesenosti je lahko shranjen v vsak vozel ali pa se racuna iz viSine poddreves

Rdece Crna drevesa


http://en.wikipedia.org/wiki/AVL_tree
http://cprogramminglanguage.net/avl-tree.aspx
http://en.wikipedia.org/wiki/Red-black_tree

Neka] zanimivih povezav
<

Dober tutorial o AVL drevesih:
http://facultyfp.salisbury.edu/despickler/personal/Resources/AdvancedDataStruc
tures/Handouts/AVL_TREES.pdf

Simulacija razlicnih binarnih dreves, vizualizacija kode:
http://groups.engin.umd.umich.edu/ClS/course.des/cis350/treetool/

Lepa, kvalitetna animacija AVL dreves:
http://www.gmatica.com/DataStructures/Trees/AVL/AVLTree.html

MatrixPro (orodje za uCenje algoritmov in struktur)
http://www.cse.hut.fi/en/research/SVG/MatrixPro/



B drevesa
o

B-drevesa sta uvedla Bayer in McCreight leta 1971, medtem ko sta delala v Boeing Research Labs. Toda
avtorja nista nikoli navedla izvor Crke B.

Ta Crka bi lahko stala kot zaCetnica naslednjih besed: “balanced”, “broad”, “bushy”, “Boeing” ali celo bolj
pravicno po avtorju “Bayer-trees”.

B-drevesa so uravnotezena iskalna drevesa za delo na diskih ali drugih zunanjih pomnilniskih napravah.
So podobna rdece-Crnim drevesom, toda bolje minimizirajo diskovne vhodno-izhodne operacije.

Tutorial: http://www.nauk.si/materials/4676/out/#state=1
Tutorial: http://www.bluerwhite.org/btree/

Applet: http://slady.net/java/bt/view.php
Applet: http://ats.oka.nu/b-tree/b-tree.manual.html

Primer kode v C: http://www.indiastudychannel.com/resources/13022-C-Program-
insertion-deletion-B-tree.aspx

Primer kode v Javi:

http://www.koders.com/java/fid0049BA25AB502309753D2558C4661215CDC8A3A
7.aspx
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