
PRAVILA SKLEPANJA

modus ponens MP A, A ⇒ B |= B
modus tollens MT A ⇒ B,¬B |= ¬A
hipotetični silogizem HS A ⇒ B, B ⇒ C |= A ⇒ C
disjunktivni silogizem DS A ∨ B,¬A |= B
združitev Zd A, B |= A ∧ B
poenostavitev Po A ∧ B |= A
pridružitev Pd A |= A ∨ B

Sklep s protislovjem

Sklep s protislovjem lahko uporabljamo pri kakršnemkoli zaključku sklepa.
Naslednja trditev utemeljuje sklep s protislovjem.

Trditev 2 (sklep s protislovjem — RA) A1, A2, . . . , An |= B natanko
tedaj, ko A1, A2, . . . , An,¬B |= 0.

Dokaz. Dovolj je, primerjaj utemeljitev pri dokazu preǰsnje trditve, pokazati,
da sta izraza

(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An) ⇒ B

in
(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An ∧ ¬B) ⇒ 0

enakovredna.
Reciklirajmo oznako A = (A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An) in računajmo:

(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An ∧ ¬B) ⇒ 0 ∼
(A ∧ ¬B) ⇒ 0 ∼
¬(A ∧ ¬B) ∨ 0 ∼

¬(A ∧ ¬B) ∼
¬A ∨ B ∼
A ⇒ B ∼

(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An) ⇒ B

Dokažimo pravilnost sklepa (1) z uporabo RA:

1. ¬(p ∧ q) predpostavka
2. r ⇒ q predpostavka
3. r ∨ s predpostavka
4. ¬p ∨ ¬q ∼(1)
5.1 ¬(p ⇒ s) predpostavka RA
5.2 p ∧ ¬s ∼(5.1)
5.3 p Po(5.2)
5.4 ¬s Po(5.2)
5.5 ¬q DS(4,5.3)
5.6. ¬r MT(2,5.5)
5.7 s DS(3,5.6)
5.8 s ∧ ¬s ∼ 0 Zd(5.7,5.4)
5 p ⇒ s RA(5.1,5.8)
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Pogojni sklep

Pogojni sklep uporabljamo v primerih, ko ima zaključek obliko implikacije.
Tudi disjunkcijo lahko razumemo kot eno izmed variant implikacije.
Mehanizem pogojnega sklepa je skrit v naslednji trditvi.

Trditev 1 (pogojni sklep — PS) A1, A2, . . . , An |= B ⇒ C natanko tedaj,
ko A1, A2, . . . , An, B |= C.

Dokaz. Dovolj je pokazati, da sta izraza

(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An) ⇒ (B ⇒ C)

in
(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An ∧ B) ⇒ C

enakovredna. Zakaj? V tem primeru je namreč eden izmed njiju tavtologija
natanko tedaj, ko je tavtologija tudi drugi izraz. To pa pomeni, da je eden
izmed v trditvi omenjenih sklepov pravilen natanko tedaj, ko je pravilen
drugi.
Vpeljimo oznako A = (A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An) in računajmo:
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5.3 ¬r MT(2,5.2)
5.4. s DS(3,5.3)
5. p ⇒ s PS(5.1,5.4)
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ZAKONI IZJAVNEGA RAČUNA

1. Zakon dvojne negacije: ¬¬A ∼ A

2. Idempotenca: A ∧ A ∼ A A ∨ A ∼ A

3. Komutativnost: A ∧ B ∼ B ∧ A A ∨ B ∼ B ∨ A
A ⇔ B ∼ B ⇔ A

4. Asociativnost: (A ∧ B) ∧ C ∼ A ∧ (B ∧ C)
(A ∨ B) ∨ C ∼ A ∨ (B ∨ C)
(A ⇔ B) ⇔ C ∼ A ⇔ (B ⇔ C)

5. Absorpcija: A ∧ (A ∨ B) ∼ A A ∨ (A ∧ B) ∼ A

6. Distributivnost: (A ∨ B) ∧ C ∼ (A ∧ C) ∨ (B ∧ C)
(A ∧ B) ∨ C ∼ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C)

7. de Morganova zakona: ¬(A ∨ B) ∼ ¬A ∧ ¬B
¬(A ∧ B) ∼ ¬A ∨ ¬B

8. Kontrapozicija: A ⇒ B ∼ ¬B ⇒ ¬A

9. Lastnosti 0 in 1: A ⇒ A ∼ 1 A ⇔ A ∼ 1
A ∨ ¬A ∼ 1 A ∧ ¬A ∼ 0

10. Še lastnosti 0 in 1: A ∧ 0 ∼ 0 A ∨ 0 ∼ A
A ∧ 1 ∼ A A ∨ 1 ∼ 1
A ⇒ 0 ∼ ¬A 0 ⇒ A ∼ 1
A ⇒ 1 ∼ 1 1 ⇒ A ∼ A

11. Lastnosti implikacije: A ⇒ B ∼ ¬A ∨ B
¬(A ⇒ B) ∼ A ∧ ¬B

12. Lastnosti ekvivalence: A ⇔ B ∼ (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
A ⇔ B ∼ (A ∧ B) ∨ (¬A ∧ ¬B)
¬(A ⇔ B) ∼ ¬A ⇔ B
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Izjavni izraz je tavtologija, če je resnična pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je protislovje, če je neresničen pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je nevtralen, če ni niti tavtologija niti protislovje.

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, če imata pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost (A~B).
Izraza A in B sta enakovredna ntk je izraz A B tavtologija.
Izraza A in B sta enako

⇔
vredna ntk imata pri vseh naborih isto logično 

vrednost. To je ntk je A B pri vseh naborih resničen. 
To pa ntk je A B tavtologija.

⇔
⇔

Kako pokažemo, ali sta izjavna 
izraza A in B enakovredna ali ne?
 s pomočjo tabele, z uporabo 
izjavnega računa.

 (disjunktivna normalna oblika) je disjunkcija osnovnih konjunkcij (( ...) (...))
 (konjuktivna normalna oblika) je konjunkcija osnovnih disjunkcij (( ...) (...))

vsak izraz, ki ni proti
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Da se izraziti A tudi na tak način, da pogledamo, 
kjer je A neresničen (1. vrstica, 3. vrstica,...)
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Izjavni izraz je tavtologija, če je resnična pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je protislovje, če je neresničen pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je nevtralen, če ni niti tavtologija niti protislovje.

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, če imata pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost (A~B).
Izraza A in B sta enakovredna ntk je izraz A B tavtologija.
Izraza A in B sta enako

⇔
vredna ntk imata pri vseh naborih isto logično 

vrednost. To je ntk je A B pri vseh naborih resničen. 
To pa ntk je A B tavtologija.

⇔
⇔

Kako pokažemo, ali sta izjavna 
izraza A in B enakovredna ali ne?
 s pomočjo tabele, z uporabo 
izjavnega računa.

 (disjunktivna normalna oblika) je disjunkcija osnovnih konjunkcij (( ...) (...))
 (konjuktivna normalna oblika) je konjunkcija osnovnih disjunkcij (( ...) (...))

vsak izraz, ki ni proti
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 
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je, ima DNO; vsak izraz, ki ni tavtologija, ima KNO
Da se izraziti A tudi na tak način, da pogledamo, 
kjer je A neresničen (1. vrstica, 3. vrstica,...)
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(preden greš dokazovat sklep, poglej, če 
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Izjavni izraz je tavtologija, če je resnična pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je protislovje, če je neresničen pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je nevtralen, če ni niti tavtologija niti protislovje.

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, če imata pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost (A~B).
Izraza A in B sta enakovredna ntk je izraz A B tavtologija.
Izraza A in B sta enako

⇔
vredna ntk imata pri vseh naborih isto logično 

vrednost. To je ntk je A B pri vseh naborih resničen. 
To pa ntk je A B tavtologija.

⇔
⇔

Kako pokažemo, ali sta izjavna 
izraza A in B enakovredna ali ne?
 s pomočjo tabele, z uporabo 
izjavnega računa.

 (disjunktivna normalna oblika) je disjunkcija osnovnih konjunkcij (( ...) (...))
 (konjuktivna normalna oblika) je konjunkcija osnovnih disjunkcij (( ...) (...))

vsak izraz, ki ni proti
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 
∧ ∧ ∨
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je, ima DNO; vsak izraz, ki ni tavtologija, ima KNO
Da se izraziti A tudi na tak način, da pogledamo, 
kjer je A neresničen (1. vrstica, 3. vrstica,...)

( )
( )
( )

~   

  

  

∨ ∨ ∧

∧ ∨¬ ∨¬ ∧

∧ ¬ ∨¬ ∨

{ } { } { }
{ } { } { } { } { }
primeri polnih naborov: , , , , , , ,

, , , , ,0 , , ,1

Polni nabori izjavnih veznikov
∧ ∨ ¬ ∨ ¬ ∧ ¬

↑ ↓ ⇒ ¬ ⇒ ∨ ∨

{ }

{ }

( ) ( )

,   dokaži, da je poln nabor
 izberemo poljuben izjavni izraz A
 ker je , ,  poln nabor, lahko izraz A
enakovredno zapišemo z uporabo  in 

~ ~
 torej lahko A enakovredno zapišemo samo 
     

¬ ∧

¬ ∧ ∨
¬ ∨

∧ ¬¬ ∧ ¬ ¬ ∨¬

{ }
z  in 

 tako smo dokazali, da je ,  poln nabor
¬ ∨

¬ ∧
{ },   dokaži, da ni poln nabor
 bomo dokazali, da se ne da izraziti negacije
 ne moremo zgraditi izjavnega izraza, ki bi
bil enakovreden 

∧ ⇒

¬

 posledica: če vsi vezniki v naboru 
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Izjavni izraz je tavtologija, če je resnična pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je protislovje, če je neresničen pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je nevtralen, če ni niti tavtologija niti protislovje.

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, če imata pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost (A~B).
Izraza A in B sta enakovredna ntk je izraz A B tavtologija.
Izraza A in B sta enako

⇔
vredna ntk imata pri vseh naborih isto logično 

vrednost. To je ntk je A B pri vseh naborih resničen. 
To pa ntk je A B tavtologija.

⇔
⇔

Kako pokažemo, ali sta izjavna 
izraza A in B enakovredna ali ne?
 s pomočjo tabele, z uporabo 
izjavnega računa.

 (disjunktivna normalna oblika) je disjunkcija osnovnih konjunkcij (( ...) (...))
 (konjuktivna normalna oblika) je konjunkcija osnovnih disjunkcij (( ...) (...))

vsak izraz, ki ni proti

DNO
KNO

slov

 
 
∧ ∧ ∨
∨ ∨ ∧

je, ima DNO; vsak izraz, ki ni tavtologija, ima KNO
Da se izraziti A tudi na tak način, da pogledamo, 
kjer je A neresničen (1. vrstica, 3. vrstica,...)
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Kako pokazati, da sklep ni pravilen
(preden greš dokazovat sklep, poglej, če 
obstaja protiprimer!!!!!!)
 poiščemo protiprimer, tj. nabor vrednosti 
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predpostavke resnične, zaključek pa ne
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Izjavni izraz je tavtologija, če je resnična pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je protislovje, če je neresničen pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk, ki v njem nastopajo.
Izjavni izraz je nevtralen, če ni niti tavtologija niti protislovje.

Izjavna izraza A in B sta enakovredna, če imata pri vseh naborih 
vrednosti izjavnih spremenljivk enako vrednost (A~B).
Izraza A in B sta enakovredna ntk je izraz A B tavtologija.
Izraza A in B sta enako

⇔
vredna ntk imata pri vseh naborih isto logično 

vrednost. To je ntk je A B pri vseh naborih resničen. 
To pa ntk je A B tavtologija.

⇔
⇔

Kako pokažemo, ali sta izjavna 
izraza A in B enakovredna ali ne?
 s pomočjo tabele, z uporabo 
izjavnega računa.

 (disjunktivna normalna oblika) je disjunkcija osnovnih konjunkcij (( ...) (...))
 (konjuktivna normalna oblika) je konjunkcija osnovnih disjunkcij (( ...) (...))

vsak izraz, ki ni proti

DNO
KNO

slov

 
 
∧ ∧ ∨
∨ ∨ ∧

je, ima DNO; vsak izraz, ki ni tavtologija, ima KNO
Da se izraziti A tudi na tak način, da pogledamo, 
kjer je A neresničen (1. vrstica, 3. vrstica,...)
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 ker je , ,  poln nabor, lahko izraz A
enakovredno zapišemo z uporabo  in 

~ ~
 torej lahko A enakovredno zapišemo samo 
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¬ ∧

¬ ∧ ∨
¬ ∨

∧ ¬¬ ∧ ¬ ¬ ∨¬

{ }
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¬ ∨

¬ ∧
{ },   dokaži, da ni poln nabor
 bomo dokazali, da se ne da izraziti negacije
 ne moremo zgraditi izjavnega izraza, ki bi
bil enakovreden 

∧ ⇒

¬

 posledica: če vsi vezniki v naboru 
ohranjajo isto logično vrednost (0 ali 
1), potem takšen nabor ni poln, saj ne 
moremo enakovredno zapisati negacije

Kako pokazati, da sklep ni pravilen
(preden greš dokazovat sklep, poglej, če 
obstaja protiprimer!!!!!!)
 poiščemo protiprimer, tj. nabor vrednosti 
izjavnih spremenljivk, pri katerem so vse 
predpostavke resnične, zaključek pa ne
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ZAKONI PREDIKATNEGA RAČUNA

1. Kvantifikatorja in negacija:

¬∀xP (x) ∼ ∃x¬P (x)

¬∃xP (x) ∼ ∀x¬P (x)

2. Komutativnost istovrstnih kvantifikatorjev:

∀x∀yP (x, y) ∼ ∀y∀xP (x, y)

∃x∃yP (x, y) ∼ ∃y∃xP (x, y)

3. Univerzalni kvantifikator in konjunkcija:

∀x(P (x) ∧ Q(x)) ∼ ∀xP (x) ∧ ∀xQ(x)

4. Eksistenčni kvantifikator in disjunkcija:

∃x(P (x) ∨ Q(x)) ∼ ∃xP (x) ∨ ∃xQ(x)

5. Naslednje enakovrednosti veljajo samo, če spremenljivka x v formuli W ne nastopa:

∀x(W ∧ P (x)) ∼ W ∧ ∀xP (x)

∀x(W ∨ P (x)) ∼ W ∨ ∀xP (x)

∃x(W ∧ P (x)) ∼ W ∧ ∃xP (x)

∃x(W ∨ P (x)) ∼ W ∨ ∃xP (x)
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4. Eksistenčni kvantifikator in disjunkcija:

∃x(P (x) ∨ Q(x)) ∼ ∃xP (x) ∨ ∃xQ(x)

5. Naslednje enakovrednosti veljajo samo, če spremenljivka x v formuli W ne nastopa:
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5. Naslednje enakovrednosti veljajo samo, če spremenljivka x v formuli W ne nastopa:

∀x(W ∧ P (x)) ∼ W ∧ ∀xP (x)

∀x(W ∨ P (x)) ∼ W ∨ ∀xP (x)

∃x(W ∧ P (x)) ∼ W ∧ ∃xP (x)

∃x(W ∨ P (x)) ∼ W ∨ ∃xP (x)

ZAKONI PREDIKATNEGA RAČUNA
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4. Eksistenčni kvantifikator in disjunkcija:

∃x(P (x) ∨ Q(x)) ∼ ∃xP (x) ∨ ∃xQ(x)
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OMEJENI KVANTIFIKATORJI

Zapis s pomočjo omejenih kvantifikatorjev je, strogo gledano, zloraba izjavnih formul — jezika, ki ga
uporabljamo v predikatnem računu. Pa vendar ga srečamo vsepovsod v matematični literaturi, zato
vseeno razčistimo pojme.

motivacija

Interpretacija I izjavne formule zahteva, da si izberemo področje pogovora D. Denimo, da je v naši
interpretaciji resnična formula ∀xW . Če izbreremo “isto” interpretacijo z nekoliko večjim področjem
pogovora D′, pa formula ∀xW morda ni več resnična.

Opazujmo formulo V = ∀x(S(x) ∧ L(x)). Če govorimo o naravnih številih, predikat S naj označuje
sodost in predikat L lihost, pridelamo resnično izjavo. Toda ista formula V postane neresnična, če
področje pogovora razširimo na vsa realna števila, četudi “ohranimo” pomena predikatov S in L.
Omejeni kvantifikatorji rešujejo predstavljeno težavo.

Zapis
∀x ∈ N (S(x) ∧ L(x))

beremo kot: Za vsak x iz množice naravnih števil velja, da je x sod ali x lih. Področje pogovora, če
le vsebuje množico naravnih števil, ne vpliva več na pravilnost izjave. Zgornja izjava ima isto logično
vrednost, ne gleda na to, ali govorimo o celih, racionalnih, realnih ali celo kompleksnih številih.

Seveda se lahko omejenim kvantifikatorjem izognemo. Uporabiti pa moramo dodaten predikat. V
zgornjem primeru takšnega, ki označuje pripadnost množici naravnih števil: N(x) naj pomeni “x je
naravno število.” V tem primeru je

∀x ∈ N (S(x) ∧ L(x)) ∼ ∀x(N(x) ⇒ S(x) ∧ L(x))

definicija

Naj bo A podmnožica področja pogovora in A(x) predikat, ki pomeni x ∈ A. Omejena univerzalni in
eksistenčni kvantifikator definiramo takole:

∀x ∈ A (W ) def∼ ∀x (A(x) ⇒ W )

∃x ∈ A (W ) def∼ ∃x (A(x) ∧ W )

še dva zgled

Reciklirajmo zgoraj omenjeni predikata N , P (x) pa naj pomeni “x lahko pǐsemo kot produkt praštevil.”

Vsako naravno število lahko pǐsemo kot produkt praštevil.

∀x (N(x) ⇒ P (x)) ∼ ∀x ∈ N (P (x))
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Naj bo A podmnožica področja pogovora in A(x) predikat, ki pomeni x ∈ A. Omejena univerzalni in
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∀x (N(x) ⇒ P (x)) ∼ ∀x ∈ N (P (x))

OMEJENI KVANTIFIKATORJI
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zakoni z omejenimi kvantifikatorji

Obnašanje je ravno takšno, kot pričakujemo.

¬∀x ∈ A (W ) ∼ ∃x ∈ A¬(W )

¬∃x ∈ A (W ) ∼ ∀x ∈ A¬(W )

Za polovico dokaza je potrebno dvakrat uporabiti definicijo in prenesti negacijo preko običajnega
kvantifikatorja:

¬∀x ∈ A (W )
∼ ¬∀x (A(x) ⇒ W )
∼ ¬∀x (¬A(x) ∨ W )
∼ ∃x¬(¬A(x) ∨ W )
∼ ∃x (A(x) ∧ ¬W )
∼ ∃x ∈ A¬(W )

Manjkajoči račun opravimo analogno.

zakoni z omejenimi kvantifikatorji
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Manjkajoči račun opravimo analogno.

ENAKOSTI Z MNOŽICAMI

1. Zakon dvojnega komplementa: (Ac)c = A

2. Idempotenca: A ∩ A = A A ∪ A = A

3. Komutativnost: A ∩ B = B ∩ A A ∪ B = B ∪ A
A + B = B + A

4. Asociativnost: (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)
(A + B) + C = A + (B + C)

5. Absorpcija: A ∩ (A ∪ B) = A A ∪ (A ∩ B) = A

6. Distributivnost: (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)
(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

(A + B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C)

7. de Morganova zakona: (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc

(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc

8. Kontrapozicija: A ⊆ B ∼ Bc ⊆ Ac

9. Lastnosti prazne množice ∅ in univerzalne množice S:
A ∪ Ac = S A ∩ Ac = ∅
A + A = ∅ A + Ac = S

10. Še lastnosti ∅ in S: A ∩ ∅ = ∅ A ∪ ∅ = A
A ∩ S = A A ∪ S = S

11. Lastnosti vsebovanosti:
A ⊆ B ∼ A ∪ B = B ∼ A ∩ B = A ∼ A \ B = ∅
če A ⊆ B , potem A ∪ C ⊆ B ∪ C
če A ⊆ B , potem A ∩ C ⊆ B ∩ C
A ∩ B ⊆ A, B ⊆ A ∪ B

12. Lastnosti razlike množic: A \ B = A ∩ Bc

13. Lastnosti simetrične razlike: A + B = (A \ B) ∪ (B \ A)
A + B = (A ∪ B) \ (A ∩ B)
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A ∪ Ac = S A ∩ Ac = ∅
A + A = ∅ A + Ac = S
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A + B = (A ∪ B) \ (A ∩ B)LASTNOSTI KARTEZIČNEGA PRODUKTA

1. Kartezični produkt in unija:

A × (B ∪ C) = (A × B) ∪ (A × C)

(A ∪ B) × C = (A × C) ∪ (B × C)

2. Kartezični produkt in presek:

(A ∩ B) × (C ∩ D) = (A × C) ∩ (B × D)

Posledici:

A × (C ∩ D) = (A × C) ∩ (A × D) če izberemo A = B

(A ∩ B) × C = (A × C) ∩ (B × C) če izberemo C = D

3. A × B = ∅ ⇔ A = ∅ ∨ B = ∅

4. A ⊆ C ∧ B ⊆ D ⇒ A × B ⊆ C × D

5. A × B ⊆ C × D ∧ A × B �= ∅ ⇒ A ⊆ C ∧ B ⊆ D

6. |A| = k ∧ |B| = � ⇒ |A × B| = k · �
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