V1. ALGEBRA

1. OPERACIJE

Def.: Dvomestna operacija je preslikava f:AxB->C
n-mestna operacija je preslikava f:A;xA.x...xA,>C

Vecéinoma se bomo ukvarjali z notranjimi dvomestnimi operacijami f:AxA>A

Zgled: seStevanje v N \%
odstevanje v N //
odstevanje v Z \%
mnoZenje v N \%
deljenjevN,Q.R // (Q,R: preglavice dela deljenje z 0)

Def.: Algebrska struktura je urejena n-terka
A,B,C, ..., +,%0,..., R,S,T,.., es0,..)
mnozice operacije  relacije posebni elementi

Def.: Grupoid je algebrska struktura, kjer je A neprazna mnozica
(A,%)
*: AXA 2 A dvomestna notranja operacija

Zgled: (N,d): N={o,1,2,...}
d:NxN->N
——
o 1 2 3 5 6

i
4
d(m,n) = |m-n|

d(5,d(3,2)) = d(d(5,3),2)
4=d(5,1) d(2,2)=0

d ni asociativna
(N,min) min:NxXN->N min(m,n)={m<n: m, sicer n
min(5,min(3,2))=min(min(5,3),2)

PODAJANJE OPERACIJ:

- tabelari¢no

- algoritmi¢no
- opisno

- genericno

tabelaric¢ni opis, majhna mnozZica je pogoj
x | a b c
a c b

oIl -

c | c c



Brc=c

Cayleyjeva tabelica

opisno: najvecji skupni delitelj
gcd(m,n) ... najvecji skupni delitelj Stevil m in n
ged: N+xN+>N+

N={1,2,3,4,...}

d=gcd(m,n)=d|m A d|n A Vk:(k|m A k|n = k|d) [k<d]

algoritmicno ... ged(m,n) {
dokler (n=0) {
t € mmodn
m<n
n<t
¥

rezultat € m

genericni opis

na enakostrani¢nem trikotniku definiramo "dve" operaciji
R... rotacija trikotnika za 120°
Z...  zrcaljenje preko navpic¢ne osi
E...  pusti trikotnik na miru

ReR°R=E=Z-7Z=E°E

Z,R=ReReZ

E-X=X-E=X (za poljuben X)

Vsa gibanja trikotnika so:
| E R R.R 7 RoZ ReR-Z
| E R R-R Z ReZ  ReR-Z
| R R°.R E Z°R Z°R Z
ReR | R.R E R Z°R 7 R-Z
|
I
|

Z Z Z°R R°Z E R-R R
ReZ RZ Z ReR-Z R E ReR
ReR-Z ReR°ZRZ Z°R Re°R R E

ReZeReR-Z

ReZ°Z-R

ReE-R=R°R

2. KOMPOZITUM MNOZIC, TRDNE MNOZICE, GENERATORJI

Def.: Najbo (A,*) grupoid in B,CcA
B*C={b*c|beBAaceC}

Def.: Naj bo (A,*) grupoid. BcA je trdna (zaprta za operacijo *), ¢e je B*B<B.
Zgled: (R,+) Q,Z,N so trdne mnozice
[10,0), (0,)

"veckratniki Stevila 3"



"$tevila z manj kot sedmimi mesti za decimalno piko"
2371586000..V
3125893345...//

Izrek: Presek trdnih mnozic je trdna mnozica-
B, C trdni, potem je BNC trdna
Biiel trdne mnoZice, potem je N[ieI]B; trden.

Dokaz:
Naj bosta B in C trdni mnozici
(BNO)*(BNC) = B*B<=B
(BNCO)*(BNC) < C*C = C
B, C trdna
Torej
(BNC)*(BNC) < BNC zato je BNC trdna.

Znova naj bo (A,*) grupoid. CcA
<C> je najmanjsa trdna mnozica, ki vsebuje C.
o (Cc<C>

e <C>jetrdna
e (e Dtrdnain CcD, potem <C>cD
o <<C>>=<C>

Trditev:
<C> je presek vseh trdnih mnozic, ki vsebujejo C.
Ce je <C>=A pravimo, da C porodi (generira) mnozico A.
Tudi: mnoZica C je mnozica generatorjev A-ja.

Zgled: (Z,+) <{7,-10}> =7
<{7,10}> # Z ( = vsebuje vsa naravna Stevila od 100 naprej, [DN])
<{-15,10}> # Z

3. LASTNOSTI OPERACIJ
Naj bo (A,*) grupoid

Def.: *je komutativna, ¢e za Va,beA velja a*b=b*a

Komentar: Cayleyjeva tabelica komutativne operacije je simetri¢na glede na
diagonalo

Def.: Grupoid s komutativno operacijo imenujemo Abelov grupoid

Def.: Operacija * je asociativna, ¢e za Va,b,ceA velja:
(a*b)*c=a*(b*c)=a*b*c

Ce je operacija * asociativna, lahko definiramo potence.



Velja: at=a
antl = an*a n>1

LASTNOSTI POTENC:

an¥am = gn+m_(gn)m = gn*m p m>1,
Def.: Grupoid v katerem je operacija asociativna imenujemo polgrupa.
Def.: Polgrupa (A,*) je cikli¢na, ¢e obstaja ge A za katerega je <{g}>=A
Komentar: <{g}>={g,g> g3, g4 g5 ... }

g je generator A in A je sestavljen natancno iz potenc g-ja

Zgled: N+={1,2,3,...}

(N*,+)
<{1}> =N+
1, 141, 1+1+1, 1+1+1+1, ....
Zgled: f=( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 4 5 7 2 1 2 4 3)
f=ff=( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 7 2 2 4 6 4 7 5)
f3="fof=( 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 2 4 4 7 1 7 2 2)
DN: f4, f5, fo, {7, £8 fo = f3
fio = f4

fu=A15

4. POSEBNI ELEMENTI

Def.: ecA je enota v grupoidu (A,*), Ce za VacA velja:
e*fa=a*e=a

Zgled: (Z,+) 0 je enota
(R,®) 1je enota
(PB,v) @ je enota

Def.: Polgrupa z enoto je monoid.

Komentar: Z enoto e lahko razsirimo definicijo potence
ac=e

Izrek: V grupoidu obstaja najvec ena enota.
Dokaz:
Recimo, da sta e; in e, enoti, e; = e;*e> = €,

ker je e» enota ker je e; enota

Kako spoznamo enoto v Cayleyjevi tabeli?



geog

Def.: seA je absorpcijski element v grupoidu (A,*) ¢e za VacA: a*s=s*a=s
Zgled: (Z,%) 0 je absorpcijski element

(N+, min) 1 je abssorpcijski element min(1,a)=1

(PB,n) @ je absorpcijski element

Izrek: V grupoidu obstaja kve¢jemu en absorpcijski element.

Dokaz:
Recimo, da sta s; in s. absorpcijska elementa
S1 =51 %8, =8,
ker je s; absorpcijski element s, absorpcijski

Kako spoznamo absorpcijski element v Cayleyjevi tabeli?
* | a a, s ay

Def.: Element a iz grupoida (A,*) je poenostavljiv, ¢e za Vb,ceA drzita implikaciji:
a*b=a*c = b=c
b*a=c*a = b=c

Poenostavljiv element ... lahko ga "krajsamo"

Zgled: (Z,+)
3+a=3+b = a=b 3 je poenostavljiv
(Z,%)
2*a=2%*p = a=b 2 je poenostavljiv
(N,min)
min(5,n) = min(5,m) #>m=n
5 ni poenostavljiv
(PB,Mn)
{a,b}~{a,c}={a,b}~{a} #> {a,c} = {a}
(Z,%)
o*m=0*n#>m=n

Trditev: enota je poenostavljiva, absorpcijski element pa ne.



Kako spoznamo poenostavljive elemente v Cayleyjevi tabeli?
* | a1 do s Ay

Def.: Element a v grupoidu (A,+) z enoto e je obrnljiv natanko tedaj, ko obstaja a'eA,
za katerega velja a*a' = a'*a =-¢e

Elementu a' pravimo tudi obrat, inverz, obratni element, inverzni element k/od
elementu/a a.

Al

Izrek: V monoidu (A,+) z enoto e ima vsak element a najvec en obrat a'.

Dokaz:
Denimo, da sta a' in a" oba obrata k a.
a'=a'*e=a*@*a")=(@*a)*a"=e*a"=2a"
(asociativnost) o

Izrek: V monoidu so obrnljivi elementi tudi poenostavljivi.

Dokaz (skica):
a*b =a*c
a'*a*b = a'*a*c (v monoidu velja asociativnost)
e*b =e*c
b =c (obrnljivi elementi so poenostavljivi)

Def.: Ceje (A,*) monoid, v katerem so vsi elementi obrnljivi, mu pravimo grupa.
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