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Ekvivalenčna relacija je kongruenčna. 
R   (A,*) 
 
a, b, c, d ∈ A 
aRb in cRd  a*cRb*d 
   (A/R,*) 
 
Kongruenčna relacija R v strukturi (A,*) porodi naravni homomorfizem. 
 ϕ: x |-> [x] 
 ϕ: A |-> A/R

 
Ta homomorfizem je surjektiven. 
  ϕ(x*y) = ϕ(x)* ϕ(y) 
  [x*y]  [x]*[y] 
 
Zgledi: 

Relacija v Z … števili x in y dasta pri deljenju s 5 isti ostanek je kongruenčna v 
(Z,+), (Z,·) 
 
(Z,+) je Abelova grupa 
Z  Z/(mod 5) = { [0], [1], [2], [3], [4] } 
(Z/(mod 5),+) je komutativna grupa 
 
(Z,·) je monoid z enoto 1 
(Z/(mod 5),·) je monoid z enoto [1] ((števila, ki pri deljenju s 5 dajo ostanek 1)) 
 
 
(Z\5Z,·) (cela števila, ki niso deljiva s 5) je monoid z enoto 1 
 
((Z\5Z)/(mod 5),·) = ({ [1], [2], [3], [4] },·) monoid z enoto [1] 
    [4]·[4]=[1] 
          [3]·[2]= [2]·[3]=[1] 
[2], [3], [4] in [1] so vsi obrnljivi za · v (*) 
(*) struktura ni samo monoid ampak celo grupa. 

 

8. GRUPE 
Def.: (A,*) je grupa, če 
 G0 - *:AxA  A je dobro definirana; (A,*) je grupoid 
 G1 - * je asociativna; (A,*) je polgrupa 
 G2 - ∃e∈A: ∀a∈A: a*e=e*a=a v (A,*) obstaja enota e. (A,*) je monoid 

G3 - ∀a∈A ∃a'∈A: a*a' = a'*a = e. a' je inverz(obrat od elementa a. Vsak 
element v grupi ima inverz/obrat. 

 
Zgledi: 
 (R,+), (Q,+), (Z,+)  grupe z enoto 0 
 
 (R\{0},·), (Q\{0},·) 
 ((0,∞),·), (Q∩(0,∞),·) grupe z enoto 1 
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 ({a+b√2; a,b∈Q, a2+b2≠0,·) 
    a in b nista oba 0. 
 
(Lema) naj bosta a,b∈Q. Velja a+b√2 = 0  a=0 ∧ b=0 
Lema == pomožna trditev 
  (Vemo: √2 ∉ Q) 
( ) dokazano 
( ) recimo, da a+b√2=0  če samo eden od a, b enak 0, potem 

težave 
 in a in b oba različna od 0, a+b√2=0 
       b√2 = -a 
       √2 = (-a)/b ∈Q 
 
G0: (a+b√2)(c+d√2) 
 = (a·c+2b·d)+√2*(a·d+b·c) 
  nista oba enaka 0! 
G1: asociativnost zastonj 
G2: 1=1+0·√2  enota je 
G3: inverzi: (a+b√2) · 1/(a+b√2) = 1 
 pokazati je treba, da 1/(a+b√2) pripada ({a+b√2; a,b∈Q, a2+b2≠0,·) 
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Zgled: Kako pokvariti seštevanje naravnih števil, da dobimo grupo? 
 ………..000…..004567 
# ………..000…..013269 # seštevanje brez prenosa 
 ………..000…..017726 
 
 ………..000…..000000 
(N,#) je grupa 
 
G0: # je dobro definirano 
G2: 0 je enota za # 
G1: # je asociativno 
 
a#(b#c) = (a#b)#c 
k-to cifro rezultata dobimo izključno iz k-tih cifer podatkov. 
a,b,c∈{0,1,2,…,9} 
(a#b)#c je to enako zadnji cifri a+b+c? 
a#(b#c) je enaka 
 
G3: inverzi: če ima a na k-tem mestu cifro { 0 
        c≠0 
   ima njegov inverz a' na k-tem mestu cifro { 0 
          10-c 
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LASTNOSTI GRUP 
- enota v grupi je enolično določena 
- vsakemu elementu ustreza enolično določen inverz/obrat 
- v grupi velja pravilo krajšanja: če a*b=a*c, potem je b=c 
- enačbi  a*x=b sta enolično rešljivi 

y*a=b 
   x=a'*b 
   y=b*a' 

- v grupi lahko definiramo potence z negativnimi eksponenti 
če je a' inverz elementa a, potem: 
a-1 := a' 
 
n∈N, n≥2, a-n := (a-1)n

am*an = am+n

(am)n = am·n 

 

PODGRUPE 
 Grupa je kot algebrska struktura določena s četverico (A,*,e,') 
 A množica, * operacija, e enota, ': A A, a|->a' 
 
 Neprazna množica B⊆A določa podgrupo, če je (B,*|BxB, e, '|B) grupal. 
 

a) množica B je trdna za operacijo * 
b) B mora vsebovati enoto e 
c) če b∈B, potem je tudi njegov obrat/inverz b'∈B. 

 
Izrek: Neprazna monžica B⊆A določa podgrupo (B,*) grupe (A,*) natanko tedaj, ko za 

∀a,b∈B tudi a*b'∈B. 
 
Dokaz: 
 iz zgornjih treh pogojev sledi spodnji pogoj. 
 če a,b∈B, potem je (c) b'∈B in zato (a) a*b'∈B 
 
 tudi iz spodnjega pogoja sledijo (a), (b) in (c). 
 ker je B neprazna množica, ∃b∈B. Ker b,b∈B 
      tudi b*b'∈B 
       || 
       e 
 torej velja (b), B vsebuje enoto e. 
 
 izberimo poljuben element b∈B. Pokazati želimo, da b'∈B. 
 Ker e,b∈B, tudi e*b'∈B. 
           || 
           b' 
 Torej B vsebuje inverze, (c) velja. 
 
Če a,b∈B, potem bi radi videli, da tudi a*b∈B. 
Ker b∈B, po prejšnji lastnosti tudi b'∈B. Torej a,b'∈B. Zato tudi a*(b')'∈B. 
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Torej je B zaprt za operacijo *, (a) velja. 
 
Zgledi: grup in podgrup 
 

 
pravilni 6-kotnik 
gibanja, ki 6-kotnik ohranjajo: 

- rotacija za večkratnik kota 60° 
- 6 zrcaljenj 

 
Operacija v strukturi gibanj je kompozitum preslikav 
Enota je identiteta (preslikava, ki 6-kotnik pusti pri miru) 
rotacije in zrcaljenje imajo inverze. 
 
(Gibanja 6-kotnika,◦) je grupa. 
 
Podgrupe: rotacije + identiteta: JE 

 
  preslikave, ki ohranjajo moder trikotnik: JE 
  eno zrcaljenje + identiteta: JE 
 
Doma: rotacije kocke (24 jih je) sestavljajo grupo. 
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