EULERJEVA FUNKCIJA ¢(n)

Definicija. Naj bo n € N. Stevilo naravnih stevil med 1 in n, ki so tuja n oznacimo s ¢(n):

en)={keN; 1<k<nA Lkn}

Zgledi: p(4) =2 12,3, A
o(5) =4 1,2,3,4, b
90(6) =2 17 27 /87 /47 5a ﬁ

Trditev 1. Ce je p prastevilo, potem je p(p) = p — 1.

Dokaz. Vsa stevila med 1 in p — 1 so tuja stevilu p. O

Trditev 2. Ce je p prastevilo, potem je o(p") = p™ — p" .

Dokaz. Med stevili 1,...,p" so natan¢no veckratniki stevila p tista stevila, ki niso tuja stevilu p".
To pa so natanko 1p,2p,...,p" 'p. Teh stevil je natancno p” ! in dokaz je pri koncu. O

7 amod k oznac¢imo ostanek pri deljenju stevila a s stevilom k. Brez dokaza navedimo:

Pomozna trditev. 1. klab & klanklb
2. kla e kl1lamodk

Trditev 3. a L b = p(a-b) = p(a) - ¢(b).

Dokaz. Stevila med 1 in a - b zapisimo v tabelo.

1 2 3 ...a
a+1 a—+ 2 a-+3 ... 2a
20 +1 2a + 2 2a + 3 ... 3a

(b—1a+1 (b—1)a+2 (b—1)a+3 ... ba

Stevila, ki so tuja produktu ab, morajo biti tuja a in tudi b. Stevila v k-tem stolpcu so oblike na + k,
0 <n<b-—1. Pri deljenju z a dajo vsa omenjena Stevila isti ostanek, namrec¢ k, torej so bodisi vsa
tuja a bodisi ni nobeno tuje a. Stolpcev, ki vsebujejo stevilu a tuja stevila, je torej natancno (a).

Pri deljenju z b pa dajejo Stevila v k-tem stolpcu same razliéne ostanke. 1z nja+k = noa+ k(mod b)
namre¢ sledi b|(ny — no)a, odtod pa b|(ny — na), saj je a L b. Ker pa velja 0 < ny,ny < b—1, je
—b+1<n; —ny <b—1. Torej velja ny —ny = 0 in zato ny = ny. V vsakem stolpcu je natancéno b
Stevil, torej dajejo pri deljenju z b vseh b moznih ostankov.

V tabeli je torej ¢(a) stolpcev, katerih elementi so tuji a. V vsakem od teh stolpcev pa je ¢(b) stevil,
ki so tuji b. Stevil, ki so tuja a in tudi b, je potemtakem (a) - p(b).

Zakljucek: p(a-b) = p(a) - @(b). O

S pomocjo Trditev 1, 2 in 3 lahko izra¢cunamo vrednost Eulerjeve funkcije pri poljubnem naravnem
Stevilu, ¢e le poznamo njegov prastevilski razcep.

Izrek. Naj bo n = p]fl -p’§2 < oeo s i prastevilski razeep Stevila m, kjer so pi,pa, ..., Dm Tazlicna
prastevila. Potem je
p(n) = (" =) - (05 —p5* ) - (o — ol ™)
Zgledi: ©(720) = (16 -9-5) = p(16) - ©(9) - p(5) =8 -6 -4 =192

©(1200) = (16 - 3 - 25) = (16) - p(3) - p(25) = 8 - 2 - 20 = 320



