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3. OBSEG

Def.: Kolobarju (A,+,-,0) pravimo obseg, ce je (A\{0},-) grupa.
1je enota v tej grupi.

Z drugimi besedami:
obseg je kolobar z 1, v katerem je vsak nenicelen element obrnljiv za mnozenje

Zg@: (Qa+7')0)) (R)+a°70)7 (C,+,’,O)
Pri nasih zgledih "bo" mnozenje v obsegih komutativno.

Trditev: Enachi a-x = b in y-a = b sta enoli¢no resljivi, ¢e je le a = 0.

4. DETERMINANTE

Opazka: racunamo v Q ali R!

Determinante sre¢amo pri reSevanju sistemov linearnih enacb
a, X, +a,; - X, :bl

a,, "X, ta,, X, =b2

Nacrt: radi bi se znebili neznanke x..
Prvo enacbo pomnozimo z a.., drugo z a;. in enacbi odstejemo:
a,-a, X +a,-a, X,=b -a,
a, -a, X +a,-a, X,=b,-a,
(a,-a,,—a, a,) X, =ba,—-b,-a
_b-a,-b,-a,
a,-a,,—a, -a,

12

1

Izrazu v imenovalcu pravimo dvovrstna determinanta

a, 4a,
Ds: a =a, -a,,—a, 3,
21 22
b a
D,=|' ™|=b,-a,,-b,-a
x"lh  a 1 Gao 2 "Go
2 22
a, b
Dy: " ' :au'bz_azl'bl
a,, b2
D D, . .
x=—2%, y=—>L ¢ejeD, #0!
Ds Ds

n-vrstno determinanto zapiSemo kot
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+: e je permutacija it soda, potem je v enacbi +
Ce je permutacija 7t liha, potem je v enacbi —

[I= produkt

LASTNOSTI DETERMINANT

1.) Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e zamenjamo vlogi stolpcev in vrstic.
Posledica: vse naslednje lastnosti veljajo za vrstice kot za stolpce.

2.) Ce v determinanti zamenjamo dve vrstici (stolpca), se predznak determinante
spremeni.

3.) Determinanta, ki ima dve vrstici (stolpca) enaki, ima vrednost o.

4.) Ce vse elemente v eni vrstici (stolpcu) pomnozimo z d, se vrednost
determinante pomnozi z d.

5.) Ce sta v determinanti dve vrstici proporcionalni, je vrednost determinante 0.

6.) Ce so vsi elementi pod (nad) glavno diagonalo enaki 0, potem je vrednost
determinante enaka produktu diagonalnih elementov.

7.) Ce je v eni vrstici (ali stolpcu) na vsakem mestu element zapisan kot vsota,
lahko determinanto zapisemo kot vsoto determinant. V eni determinanti
sestavimo vrstico iz prvih ¢lenov, v drugi pa iz drugih ¢lenov vsot.

8.) Ce eni vrstici pristejemo vec¢kratnik druge vrstice, vrednosti determinante ne
spremenimo.

(12345]
7[:
42135

a,,
a22
a,,
a43
a55

proporcionalnost:
1 2 3 4| 113 6 9 12

3
3 6 9 12 3 6 9 12
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a.+b a.+b a +b a._+b

22 22 23 23 24 24 25 25

a,_ +b

21 21

31

55

21 22 23 24 25 21 22 23 24 25

vrstica 1(5.)|vrstica1| | vrstica1 |7.) vrstica 1
+

vrstica 2 vrstica 2| |k-vrstica1 |vrstica2+k-vrstica 1

Zgledi:
1 2

1. =1-4-2-3=-2
3 4
1 2[*1 2[** 1 2 | |1 2_2
3 4=2 2=3-31 4-32 |0 -2
* od druge vrstice odstejemo prvo

*x od druge vrstice odsStejemo 3x prvo

1 3 -4 1 3 -4 |1 3 -4 (1 3 —4
2. 2 8 -9=22 8 —-9/=20 2 -1/=20 2 -1/=2-(1-2-4)=16
2 14 -4 1 7 -2 0 4 2 0O 0 4
(1, 2, 4 po diag.)
1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 1 2 4/=l0 0 12')—0 ol=-1
2 5 6/ [0 1 o lo o 1
1 2 3 |1 2 3
4 1 4 6/=|0 2 3=0 (2.pa3.vrsticaproporcionalni)
1 6 9 0 4 6
1010 |1 01 0o 1t 0 1 O 1t 0 1 O
2 110 01 -10 01 -10 01 -1 B
> 00121 0oo 1 2 o1 2o 1 2
010 1 01 0o 1 [0 0 1 1/ |0 0 0 -1



SISTEMI LINEARNIH ENACB
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Def.: Matrika dimenzije mxn je pravokotna tabelica m-n Stevil, razporejenih v m

vrstic in n stolpcev.

a, a, a, .. a,
a, a, a a : :

N =" A:[aijl13|3m,1gjgn
a, @, a, .. a,

Def.: Sistem m linearnih enacb z n neznankami
a, X, +a, X, +..+a, X, =b

a,, X, +a,, X, +...+8,, X, =b,

A, X, 85, Xy Feet 8, - X, =D,
Za ta sistem linearnih enac¢b pravimo matriki

a, .. a,
matrika sistema
_aml mn
a, a,,|b,
razSirjena matrika sistema

[ PRI W |

b,

desna stran sistema
_bm

Naloga: resi sistem
2X; — 12X» + 8X3 =4
3X; — 16Xo + 11X3 = 8
Xi + 3X5 = 12

2 -12 8|4 1 -6 4|2 1 -6 4|2 1 -6
3 —-16 118 |=|3 -16 118 |=|]0 2 -12|=|0 2
1 0 312 1 0 312 o 6 -110 0O O
2X3 =4

X5 =2

2X2—X3=2
2X2=4
Xo =2

X1 — 6Xo + 4X3 = 2
X1=6

4|2
-1/2

2|4
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GAUSSOV POSTOPEK
V razsirjeni matriki sistema bi radi dobili ¢imvec nicel pod diagonalo.
Pri tem lahko:
- enacbe = vrstice menjamo med sabo
- enacbi = vrstici lahko pristejemo poljuben veckratnik neke druge enacbe =
vrstice
[pri determinantah se pri zamenjavi vrstic predznak obrne!!!]

Def.: Rang matrike je Stevilo nenicelnih vrstic, ki jih dobimo po koncanem
Gaussovem postopku.

Izrek: Sistem linearnih enacb je resljiv natanko takrat, ko je rang matrike sistema
enak rangu razSirjene matrike sistema.

Zgled: x; + 2Xo + 3X3 =6
X1+3X2+5X3=9
2X; + 5X2 + 8%3 =16

1 2 3/6 1 2 36 1 2 3[6
1 3 59|=|{0 1 23|=(0 1 2[3
2 5 816 [0 1 24| |0 0 01

Trditev: Rang matrike je enak najvedji velikosti kakSne njene podmatrike, katere
determinanta je razli¢na od o.

1 2 3

1.3 5

2 5 8

1 2 3 [1 2 3

1 3 5=0 1 2(=0=rangnij

2 5 8§ o 0O

Zgled:

1 2 6 1 2 6 1 2 6

1 3 9|=/0 1 3|=|0 1 3|=1
L516 0O 1 4 O 0 1

Zgled: X, + 2Xo + 3X3+ 4X4 + 5X5 = 6
X1+ 2Xo + 4X3 + 6X, + 8X; = 8
X1 + 2Xo + 4X3 + 8X4 + 9X5 = 13
X; + 2Xo + 5X3 + 10X4 + 12X5 = 15
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1 2 3 4 5|6 1 2 3 4 56 1 2 3 4 56 1 2 3 4 56
1 2 4 6 88| |00 1 2 32 0O 01 2 32/ |00 1 2 32
1 2 4 8 913/ |0 01 4 47| |o o o2 15/ |o o 0o 2 15
1 2 5 10 12[15 0O 0 2 6 79 O 0 0 2 1i5 O 0 0 0 oo
4 enacbe
5 neznank

3 rang (matrike isistema in razsirjene matrike sistema)

Izrek:

X1+ 2Xo + 3X3+ 4X4 + 5X5 =6
X3+ 2X4 + 3X5=2
2%, + X5 =5

X1+ 3X3 + 4X4 = 6 — 2Xo — 5X5
X3+ 2X4 =2 — 3X;5
2X4=5-X5

V tem sistemu si lahko vrednosti za x. in x5 poljubno izberem.
Pri tej izbiri x. in X5 0 X4, X3 in x4 enoli¢no doloceni.

Denimo, da je sistem m linearnih enac¢b z n neznankami resljiv, in je ranga r.
Potem resitve sestavljajo m-r parametri¢no druzino. To pomeni, da lahko
vrednosti "ustrezno izbranih" n-r neznank poljubno prepisemo, vrednosti
preostalih r neznank pa so enoli¢no doloc¢ene (s temi predpisanimi
vrednostmi).

V nasem primeru: vrednosti dveh (m-r = 5-3) ustrezno izbranih neznank (x. in
X5) ahko poljubno predpiSem. Vrednosti ostalih treh (x;, x5 in x4) so enoli¢no
dolocene.

Neznankama X in x5 pravimo tudi parametra.



1-X1+ 2:Xo+ 3Xs3+ 4X4+ 5X=6

1'X; + 2:Xo + 5'X3 + 10-X4 + 12:X5 = 15
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1 2 3 4 5]6
1 2 5 10 12015
1 2 3 4 56
1 3 4 5|6
0O 01 2 32
=lo 1 2 3|2
0O 0 0 2 15 5
0O 0 0 1 =%
0 0 0 0 0o 0|2
1 2 3 0 34| |1 2 o0 0 —-3|5 -3|5
=lo0 0 1 0 2-3|=|o0 1 0 21]-3|= 2 |-3
1
o0 0 o0 2 1|5 000 2 1 a5}
2|2
2'X4 + X5 = 5
1
X4 + — X5 = é
2 2
X3 + 2'X5 = —3
X1+ 2-Xo — 3°X5 =5
X2=O X2=1 X2:O
X1:8 X1':6 X1*=14
X2=0 X2'=1 X2'=0
X3=-5 X3'=-5 X3 =-9
X4=2 X4'=2 X4 =1
X5=1 X5'=1 X5*:3
Vi = XiXi Vit = XX
Y1'=2 yl*:‘6
yo'=-1 y2"=0
' *
Y3 =0 V3 =4
Y4'=O Va4 =1
Y5 =0 Y5 =-2

Yi :4'yi*

y_i =y,"+Y, | tudi resitev
D.N.: preveri

1yl +2:y2' +3Y3' + 44 +5Y5 =0
1y:' +2:y2' + 47y3' + 6y, + 8:y5' = 0
Lyd + 22 + 4Y5 + 84 +97Y5'= 0
1yr + 272 + 57¥3 + 10-y4' +12:y5'= 0
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Ly +2y2 +3Y3 +4Y4 +5¥5 =0
Ly +2y2 +4y3 +6y, +8y5 =0
1y +2y2 +4y3 +8Yy4 +9¥5 =0
1y1 +2:y2" 4+ 5y3 +10y4 +12:y5 =0

Def.:

Sistemu linearnih enacb, ki ima za desno stran same nicle, pravimo homogen
sistem linearnih enacb.

Trditev:

Homogen sistem ima vedno resitev. Homogen sistem ima netrivialno resitev
natanko takrat, ko je njegov rang r strogo manjsi od stevila neznank m.

Komentar:

Trivialna reSitev homogenega sistema je resitev samih nicel.

Dokaz:

Izrek:

Trivialna reSitev je vedno na voljo.

V homogenem sistemu je rang razsirjene matrike isti kot rang matrike sistema.
Vemo, da lahko vrednosti "skrbno izbranih" m-r neznank poljubno izberemo,
vse ostale vrednosti neznank pa so potem enoli¢no dolocene. Lahko
konstruiramo netrivialno resitev.

Naj bosta (x1', X2, ..., Xm') in (X,7, X27, ..., Xm") resitvi istega homogenega sistema
linearnih enacb S.

Potem sta za vsak AeR tudi (x;'+x1", Xo'+X5", ..., Xm'+Xm") In (AX{', AX2', ..., AXm")
resitvi sistema S.

Dokaz:

Denimo, da je prva enacba v sistemu enaka a;-x;+az-Xo+...+ amXm=0

Vstavimo v enacbo:

a1‘(X1'+X1*)+ag‘(X2'+X2*)+...+am‘(Xm'+Xm*)=

A X'+ X' +...+Am Xm' + A1 X1 22X +...+Am Xm =
0 (6} =0

Se enkrat:

a;(Axy)+a(Ax2)+...+am(Axm') +=
Mar-x)+A(az-x2)+...+AN(amXm' )=
MarXy'+a2Xo"+...+amXm')= A-0=0

Enakovreden racun lahko zapiSemo Se za vse ostale enacbe.
Zato je dokaz pri koncu.

Komentar:

Izberimo homogen sistem S.
"Vsota" dveh resitev sistema je tudi reSitev sistema S.
"Produkt"” resitve s skalarjem (Stevilom) je znova resitev sistema S.
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