OZADJE RAZSIRJENEGA EVKLIDOVEGA ALGORITMA

Naj bosta m in n pozitivni celi Stevili. Radi bi poiskali njun najvecji skupni delitelj d. Mnozico
skupnih (pozitivnih) deliteljev stevil m in n ozna¢imo z D,

D={keZ; k>0NklmAEkn},
mnozico vseh pozitivnih celostevilskih linearnih kombinacij stevil m in n pa z L,
L={s-m+t-n;scZNteZNs-m+t-n>0}
Ocitno nobena izmed mnozic D in L ni prazna. Gotovol € Dinm =1-m+0-n € L ter
tudin =0-m-+1-n € L. Najvecje stevilo iz D, d = max D je najvecji skupni delitelj stevil m

in n. Pisemo tudi d = ged(m,n). Enostavno je videti, da obstaja tudi najmanjse stevilo iz L,
oznacCimo ga z £ = min L.

Trditev. Velja max D = min L. To pomeni, da ged(m,n) lahko poisécemo tako, da poiséemo
najmangso pozitivno celostevilsko linearno kombinacijo stevil m in n.

Najprej premislimo:

(1) Cejea € Din b € L, potem je a < b. Vsak element mnozice D je manjii ali enak od
vsakega elementa iz mnozice L.

Naj bo a poljuben element mnozice D. Po definiciji je a strogo pozitiven in deli tako m kot
n. Torej a deli tudi izraz s -m +t-n, ¢e sta le s in ¢t celi stevili. Odtod sklepamo, da a deli
vsako celostevilsko linearno kombinacijo Stevil m in n. In ¢e je taksna celostevilska linearna
kombinacija strogo pozitivna, potem nikakor ne more biti manjsa od a-ja: (1) torej velja.

(2) Naj bosta ¢1,0, € L. Privzemimo Se, da je ¢; > ¢ > 0 in tudi, da ¢y ne deli ¢;. Potem
obstaja (3 € L, za katerega velja {5 > {3 > 0.

Zapisimo ¢ in ¢ kot celostevilski linearni kombinaciji m in n: ¢ = s;-m +t; - n in l =
Sy m+ 1ty n.

Uporabimo izrek o deljenju naravnih stevil. Pisemo lahko ¢; = k - {5 + {3, pri ¢emer sta
k,l3 € Z in je 0 < {3 < ly, saj {5 ne deli stevila ¢;. Zdaj je potrebno samo Se izraziti ¢3 kot
linearno kombinacijo stevil m in n. Ra¢unajmo:

£3 - 61 - k . 62
=(sy-m+ty-n)—k(seg-m-+ts-n)
= (Sl—k'SQ)m+(t1 —ktz)n
Torej je tudi /5 pozitivna celostevilska linearna kombinacija Stevil m in n in zato 3 € L. S tem
smo pokazali pravilnost (2).

(3) Naj bo ¢ = min L, najmanjse stevilo iz L. Tedaj ¢ deli vse druge elemente mnozice L.

Denimo, da ¢ ne deli elementa ¢y € L, za katerega po definiciji velja ¢, > ¢. Z uporabo tocke
(2) lahko poiscemo element = € L, za katerega velja 0 < x < £. To je v protislovju z dejstvom,
da je £ najmanjsi element mnozice L in zato (3) drzi.

Na koncu opazimo, da tudi m,n € L. Po (3) ¢ deli tudi m in n. Zato £ € D in po Po (1) velja
¢ =maxD. S tem je zakljucen tudi dokaz trditve.



