RELACIJE (NAPREJ)
ALGEBRAICNA KARTERIZACIJA LASTNOSTI RELACIJ
RcAxA
1) Rjerefleksivna ... idacR
2) R jeirefleksivna ... idasnR=0
3) Rjesimetricna ... R =R
4) Rje asimetri¢na ... RNR1=0
5) Rje antisimetri¢na ... RN Rtcida
6) R jetranzitivna ... R2=R*RcR
7) Rjeintranzitivna ... R2NnR=0
8) Rjesovisna... RUR1tUIda = AxA = Uy
9) Rje strogo sovisna ... RUR1=Uxa
10)R je enoli¢na ... R-1*R cida

Vemo:idac R; Ruida=R (refleksivnost)
R2=R*RcR (tranzitivnost)
Dovolj je pokazati da RcR2
R2UR=R2

R2=R*R =(Ruida)*R=R*RuUida*R=R2UR
Torej R=R2.

POTENCE RELACIJ
MedKklic: a5 = ((a*a)*a)*(a*a) = (a*(a*a))*(a*a)
Def.: Rc AxA
5 Ro =ida
Ce n>0 potem Rr+1 = R*Rn
Velja: Rt = R*Ro = R*idy = R
R2 = R*R! = R*R
Medklic: as*a3=a8

Def.: Cen=o0 potem R = (R1)»

Trditev: Za m,n>0 velja Rm*Rn = Rm+n
Opazka: R1*R1£Ro=idy

Def.: R+ = U(k=1->neskonc¢no) Rk
R* = U(k=0—~>neskonc¢no) Rk

Komentar:
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aR+b ... od a-ja do b-ja se lahko sprehodimo po puscicah v relaciji R.

Uporabiti moramo vsaj eno puséico

aR' ... od a-ja do b-ja se lahko sprehodimo po puséicah v relaciji R, pri

¢emer smemo ostati tudi na mestu.
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otrok U otrok * otrok U otrok * otrok * otrok U ... =
= otrok U otrok2 U otrok3 U ... =
= U(k=12>neskonc¢no) otrokk = otrok+ = potomec
= star$+ = prednik
x sorodnik y 3z ... z prednik x A z prednik y
Jz ... x potomec z A z prednik y
sorodnik = potomec*prednik

FUNKCIJE IN PRESLIKAVE

Def.: Enoli¢no relacijo imenujemo funkcija.
(x,y)ef, xfy, y=1(x), f:x|->y
funkcija f x preslika vy
x je argument funkcije f,
y je vrednost funkcije f pri x
y je slika elementa x.

Def.: fcAxB je preslikava iz A v B, f:A-> B, Ce je:
- fjefunkcija (f je enoli¢na)
- Df=A

Def.: f: A>B. Pravimo, da je

finjektivna < Vx,yeA: (f(x)=1f(y) = x=y)
f surjektivna & Zi=B

f bijektivna < finjektivna in surjektivna

A B

ni injektivna

"brez puscice"

ni surjektivna

Vprasanje: Kdaj je f* funkcija, kdaj celo preslikava?
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Trditev: Naj bo f:A>B
e f1jefunkcija < fje injektivna
e f1jepreslikavaiz Bv A (f::B>A) < f bijektivna

Dokaz: f ni injektivna & Ix,yeA:(x2y A f(x)={(y)) :=Z
& Ix,yeA:(x2£y A xfz A yiz)
< Ix,yeA:(xf1x A zf1y A x2£y)
< f1ni enoli¢cna < f* ni funkcija
dovolj pokazati: (predpostavimo, da f* funkcija = f injektivna)
f surjektivna & Zs=B & Dr1 = B & f1:.B>A

Def.: f:A>B,A,cA

Zozitev preslikave f na mnozico A, f|as, je preslikava
f|a1:A:> B definirana s predpisom f|a:(x)=f(x) za vse xe A,

Zgledi 1:
1) ida: A > A identiteta na A, bijektivna preslikava

ida(x) =x  identiteta na A, bijektivna preslikava
2) Pi : AixAqX... XAy 2 A; projekcija na i-to koordinato, surjektivna

pi((as,az,...,an)) = a; projekcija na i-to koordinato, surjektivna
3) AicA i=ida|a: vlozitev mnozice A; v A, injektivna
1:Ai2A
1(x)=x (x)eA, xeA

4) BcA Xg:A->{0,1} karakteristi¢na funkcija mnozice B
Xp(x)={1; xeB, 0; x¢B

Zgledi 2: X =4o,1, 00,01, 10,11, ... } neprazne bitne besede
N={0,1,2,3,4,..}

e R,cXxN oRn ... n Stevilo enic v nizu a

e RLcXxN aReqn ... n je prvi bit niza a

e R;cXxN aRsn ... n je mesto najbolj leve nicle v nizu o

o R,cXxX aRyp ... p dobim tako, da nizu o na koncu prilepim o ali 1
e R;cNxX nRa ... a je niz n zaporednih enic.

Katere izmed R,...,R5 so funkcije/preslikave?

Ri: X>Nje

R.: X>N je

Rj: Drs # X izpadejo nizi samih enic; je funkcija, ni preslikava
R4: 00R4001, 00R4000; R, ni enoli¢na

R:: Dgs # N, 0¢Dgy

Def.: Najbof:A>Bing:b>C
Kompozitum preslikav f in g, gof je preslikava gof:A>C

Definirana s predpisom gef(x) = g(f(x))
[gof = f*g]  xfy ==y=1(x)
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Lastnost: (heg)ef = he(gef) h:C->D

Trditev: Naj bo f:A>Bin g:B>C
e (e stafin ginjektivno, potem je gof injektivna
e (e stafin g surjektivni, potem je gef surjektivna
e (e je gof injektivna, potem je f injektivna
e (e je gof surjektivna, potem je g surjektivna

Dokaz (3): ¢ef(a:) = f(a-) = a: = a» (to je definicija injektivnosti f)
Izberemo a; in a.. Privzamemo, da je f(a,) = f(a.)
Racunamo: f(a,) = f(a.) = g(f(a1)) = g(f(az))

& gef(al) = gof(az)
ker gof injektivna = a; = a»
Tudi f je injektivna

Dokaz (4): Zs = C € (to bi radi pokazali)
Vemo: gef je surjektivna. Zg.r= C
Izberimo poljuben ceC. Pokazati Zelimo, da ceZ;.

JaeA: c=gef(a) = g(f(a))
Poimenujemo f(a) z b; b:=f(a)
g(b) = g(f(a)) = c

g:b|->c. Torej je ceZg

Trditev: f:A>B, g:B>A.
Ceje fog=idpin
gef = ida, potem sta
fin g bijektivni in je g=f
fog(x)=1(g(x))

Dokaz: idg = fog = f surjektivna, g injektivna }
ida = gof = g surjektivna, f injektivna }
(ker ida surjektivna + injektivna)

fin g sta bijektivni preslikavi
g = ida°g = (f1of)og = f1o(fog)=f1oidp=1"1

Izrek: (Dinchletov princip)
Ce f:A>A, A konéna mnozica, potem so naslednje trditve enakovredne:
1) fje bijektivna
2) fje surjektivna
3) fjeinjektivna

Komentar: Izrek ne velja, ¢e A neskonc¢na. Primer:
N->N
X|->X+1 - je injektivna
- ni surjektivna
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Dokaz: Dovolj je premisliti, da (2)&(3)
Na primeru: 10 avtomobilov, 10 garaz. Vsi avti v garazah.
Vse garaZe polne < V nobeni garazi ni dveh avtomobilov.
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