Funkcijske vrste

Konvergenca funkcijskih vrst

Def.: Obmocje konvergence funkcijske vrste je Zun x)= U (x) +u1(x) +U, (X)+...+ u, (X)+... (2.2),
n=0

mnozica tistih tock x € (a,b), Kjer je vrsta Zun (%) = Uy (Xg) U (Xg) +Uy (X)) + .o+ U, (%) + ..(2.2)
n=0
konvergentna.

Def.: Funkcijska vrsta (2.1) je enakomerno konvergentna na mnozici D — R, &e za vsak € > 0 obstaja tak indeks
N, da je za vsak m > N, | S(X) — Sn(X) | < & pri vsakem x e D.

Def.: Cejeag+a, +...+a,+... (2.3) stevilska vrsta s pozitivnimi ¢leni in e za vsak x € D in za vsak n velja
| un(X) | < &, pravimo, da je vrsta (2.3) Stevilska majoranta funkcijske vrste (2.1)

Izrek: Funkcijska vrsta, ki ima na mnoZici D R konvergentno $tevilsko majoranto, je na D enakomerno
konvergentna.

Izrek: Ce je vrsta up(X) + Us(X) + ...+ Un(X) +...enakomerno konvergentna na nekem intervalu I, &leni u,(X) pa so
zvezne funkcije na tem intervalu, je tudi vsota S(x) = Up(X) + us(X) + ...+ un(X) +... zvezna funkcija na I.

Izrek: Enakomerno konvergentno vrsto s ¢leni, ki so zvezne funkcije na intervalu [a,b], in vsoto S(x), lahko na

b b/ o o b
tem intervalu ¢lenoma integriramo: IS(x)dx = I[zun (x)jdx = ZJ.un (x)dx -

a \n=0 n=0 g

1zrek: Ce so &leni u,(x) konvergentne funkcije na intervalu [a,b] in je vrsta zu'n (x) enakomerno
n=0

konvergentna na [a,b], je S'(x) = (Zun (X)J = Zu'n (x) torej smemo vrsto ¢lenoma odvajati.
n=0 n=0

Potencne vrste

Def. : Funkcijsko vrsto Zan (x - X, )” (2.5) imenujemo potencéna vrsta okrog tocke xo. Stevila a, € R s0
n=0

koeficienti potencne vrste.

Izrek: Ce je potenéna vrsta (2.5) konvergentna v todki x; # Xo, je absolutno konvergentna za vsak x, kjer je
X — Xo| < X1 — Xo|- Ce je potenéna vrsta (2.5) divergentna v toki X, je divergentna v vsaki tocki x, kjer je
X = Xo| > [Xz — Xol.

Def. : Ce obstaja tako najvedje $tevilo R, da je potenéna vrsta (2.5) absolutno konvergentna za vsak x, kjer je [x —
Xo| < R in divergentna za vsak X, kjer je |[x —Xo| > R, je §tevilo R konvergenéni polmer vrste. Ce je vrsta
absolutno konvergentna za vsak x € R, pa je njen konvergenéni polmer R = 0. Ce je vrsta konvergentna samo v
tocki xg, je njen konvergencni polmer R = 0.
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# 0, je konvergenéni polmer vrste (2.5) enak R = 1/L, torej je
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Izrek: Poten¢na vrsta z a, (x - X, )” s konvergen¢nim polmerom R je enakomerno konvergentna na vsakem
n=0
zaprtem intervalu [X, —r, Xo +r], kjer je0<r<R.

Izrek: Vsota potenéne vrste f(x)= Zan (x—x, )" Je zvezna funkcija na odprtem intervalu (x, — R, %o + R), kjer
n=0
je R konvergen¢ni polmer vrste.

Izrek: Ce potenéno vrsto Z a, (x - X, )” s konvergen¢nim polmerom R in vsoto f(x) ¢lenoma odvajamo,
n=0

dobimo potenéno vrsto z enakim kovnergenénim polmerom R in vsoto f(x)= Zan (x=x, )"
n=0

-1

Nedoloceni integral funkcije f(x) se izraZa kot vsota potencne vrste

X o X 0
a L. .
f (X)dx = a (x—=x)"dx = n_(x—x.)" zistim konvergenénim polmerom R.
on (9= [, (= x0) "= 32 (x-x,)

n=0 Xo n=0

Izrek: Funkcija f(x), ki se izraza kot vsota poten¢ne vrste Z a, (x =X, )” (2.11) s konvergen¢nim polmerom
n=0

R, je zvezna in neskonéno krat odvedljiva na intervalu (xo — R, Xo + R). Za vsak n e N ji n-ti odvod f"(x) vsota

potenéne vrste, ki jo dobimo, &e vrsto (2.11) n-krat ¢lenoma odvajamo. Koeficienti a, vrste (2.11) so natanko

o : e e : f™(x
doloceni z vrednostjo funkcije f in njenih odvodov v tocki xo in so enaki a, = # , heN.
n:

Drugace povedano, vrsta (2.11) je Taylorjeva vrsta funkcije f(x) okrog tocke xq

Izrek: (Abelov izrek) Ce je potenéna vrsta okrog tocke X, s konvergenénim polmerom R v krajiséu xo — R
oziroma Xo + R konvergentna, je njena vsota v tem kraji$¢u zvezna z desne oziroma leve.

Trigonometricne vrste

Vrsti oblike a,+ Z (a,cosnx+b, sinnx) pravimo trigonometri¢na vrsta. Cleni trigonometriéne vrste so
n=1
periodi¢ni s periodo 2. Ce je vrsta konvergentna, je torej tudi njena vsota periodi¢na funkcija s periodo 2.

Def.: Vrsti a, + Z:(an cosnx +b, sinnx) s koeficienti
n=1

1 T
a0=5jf(x)dx

a, = L j f (x) cos nxdx
4 -
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b, == j f (x)sin nxdx
ﬂ -
pravimo trigonometri¢na Fourierjeva vrsta funkcije f(x).

Izrek: (1zrek o konvergenci Fourierjeve vrste) Ce je periodi¢na funkcija f(x) s periodo 27 odsekoma zvezna
na intervalu [-w,7] in ima v vsaki to¢ki tega intervala levi in desni odvod, je njena Fouierjeva vrsta konvergentna.
Njena vsota je enaka f(x) v vsaki tocki x, kjer je f zvezna. V to¢kah nezveznosti pa je vsota Fourierjeve vrste
enaka povpreéni vrednosti leve in desne limite. Za vsak x e [-w,nt] torej velja:

a, +Z(an cos NX + b, sin nx) =%(f(x+0)+ f(x=0))-
n=1

Sinusha in kosinusna Fourierjeva vrsta

Izrek: Fourierjeva vrsta sode funkcije f(x) s periodo 2a je a, + Zan cosn_7ZX (2.24) Kjer je
n=1 a

a, =1jf(x)dx, a, =3jf(x)cos@dx.
ay ary a

Fourierjeva vrsta lihe funkcije f(x) s perodo 2a pa je an sin nzx (2.25) Kjer je
n=1 a

bn=3jf(x)sin@dx.
ay a

Vrsto (2.24) imenujemo kosinusna Fourierjeva vrsta, vrsto (2.25) pa sinusna Fourierjeva vrsta.

Fourierjev integral

Izrek: Ce je funkcija f(x) odsekoma zvezna na vsakem konénem intervalu, v vsaki tocki x € R pa ima levi in

desni odvod, in &e je absolutno integrabilna na R, tako da I ‘ f (x)‘dx obstaja, obstaja tudi njen Fourierjev
integral. V tockah x, kjer je f(x) zvezna, je Fourierjev integral enak funkcijski vrednosti f(x). V tockah
nezveznosti pa je Fourierjev integral enak povprecni vrednosti leve in desne limite.



