ISRM, ANALIZA 1, 2010/2011
Vaje za 1. kolokvij
Za vecino ra¢unskih nalog lahko poiscete odgovore, nasvete ali resSitve v zbirki NALOGE 1Z ANALIZE 1
Z ODGOVORI, NASVETI IN RESITVAMI Barbare Drinovec-Drnovsek in Sasa Strleta.
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. S popolno indukcijo pokazi, da za vsako naravno Stevilo n veljata enakosti
14+3+5+-+(2n—1)=n?,

2 _ (2n —1)2n(2n + 1) ‘

12432452+ +(2n— 1) c

2. Dokazi, da je za vsako naravno stevilo n > 2 stevilo 22" — 1 deljivo s 15.

3. Pokazi, da za vsako realno Stevilo x in za vsako naravno Stevilo n velja
Q+2)1+2)1+a 1+ V=l4a+a>+23+ - +27 24221

4. Pokazi, da za vsako celo Stevilo n obstajata celi stevili a in b, da velja (1 +v/2)" = a + bv/2.
5. Pokazi, da je za vsako naravno stevilo n izraz 22" — 9n? + 3n — 2 deljiv s 54.
6. Naj bo a € R\ {£Z|k € Z,m € N}. Pokazi, da za vsako naravno stevilo n € N velja

1 1 11 1
sin2a  sin 22« sin2ra  tga  tg2ra’

7. Naj bo h € [0,1]. Pokazi, da za vsak n € N velja (14 h)" <1+ (2" — 1)h.
8. Pokazi, da je za vsako naravno Stevilo n stevilo 1 + 237+ 4 267+2 deljivo s 7.

9. Pokazi, da za vsako naravno Stevilo n, velja

A T I
2 2 T3 T T ="

10. Poisci vse realne x, ki ustrezajo neenacbi
2?2 + 10z — 29 -
2 — 15z + 26

11. Resi neenacbe:
(a) [z —1|<xz+4 (b) |22 — 3| < 2 (©) |z + |22+ 4]] > 2

r+4 1
d — 1| - 2| <3 >1 f —
@ l-1l-le+2<3 (@] ]2 0 |4y > 3
3
(g)’\x—l—l\—@x—l]‘ﬁl (h) |22 — 2| — |2| < 8 (i)\/l—:c—\/i>ﬁ
T+ 2 T+ 2
i) V2 1< k) v1 1l—2x>1 (1 > 2
() V2 +1<o— W Vite+vi-z>1 ot =2
12. Dolo¢i supremum, infimum, minimum in maksimum naslednjih mnozic, ¢e obstajajo.
2n -3
(a)A:{x2—6x;x>0} (b)B—{ n ;nEN}
n
(c) C ={z €1,3]; = ima v decimalnem zapisu vsaj dve trojki}
D=2 _1..¢emr (e) E = mo2mE e
1422 P ¢ —\ mZ+4 ym

13. Poenostavi naslednje izraze:
() B+4)T =30 () =2 () (14 iv/3)0

14. Zapisi vse vrednosti izraza {/(—+/3 — )5 in jih narisi.

15. Skiciraj naslednje podmnozice kompleksnih stevil.

(a) {z€C; § <argz<m, |2/ >3} (b) {z€C;|z+3—4i]>2}
(c){z€C;|z—2| =|z+3i|} (d){z€C; |z—1|+|z+5| <10}
(e) {z€C;2Rez)? +Imz < 1} (f) {z € C; Re2z? + 4Im z = 0}

16. Naj bo k # 0 realno Stevilo. Za katere k je 1 + ik blize izhodiséu kot 1 — %?




17. Izracunaj mnozice kompleksnih stevil z, ki zadoS¢ajo enacbam. Mnozice reSitev narisi.

(a) 23 = -2 +2i (b) 25 =23 (c) 2 +322+32+i=0

(d) 284+ (B+i)2t —4+4i (e) 28+ (54 (3v3—-2)i)2% +6(1 +v3) +6(v/3—1)i =0
Pri (c) si pomagaj z izrazom (z + 1)3, pri (d) in (e) pa s kvadratno enacbo.
18. Poisci vse resitve enacbe

w? 4 2w? + 4w + 8 = 0.
Pomagaj si s formulo za razcep izraza w* — b*.
19. Naj bo a = % + z§ V polarni obliki zapisi vse reSitve enacbe
2T+ 2Pa+ 22a? + za® = 0.

z—1—1

2
> realno Stevilo.
12+ 1

20. Poisci vsa kompleksna Stevila z, za katera je (

21. Naj bosta z,w kompleksni Stevili. Pokazi:
z—w

(a) Ce je |2| = 1 in |w| # 1, potem je =1

— ZW

(b) Paralelogramska enakost: |z + w|? + |z — w|? = 2(|z|> + |w|?).
() [1— 2wl — |z — w|* = (1 + [z2w])? — (|2] + [w])*.
(

< 1

d) Ce velja Rez, Rew > 0, potem je f
zZ+w

22. Naj bo a,, = Napisi nekaj ¢lenov zaporedja a,. Ugotovi, ali je zaporedje navzgor omejeno,

In+7
navzdol omejeno, naracajoce, padajoce in, ali je konvergentno. Ce konvergira, izra¢unaj limito.

23. Naj bo a; = 1 in naj za vsako naravno Stevilo n velja

1
ant1 = g(ai + an + 6).

Pokazi, da je zaporedje a, narascajoce in navzgor omejeno. Utemelji, da je konvergentno in izra¢unaj
limito. Kaj pa ¢e vzamemo drug zacetni ¢len a; > 07

24. Najbozy =3inzaneN
4

3+

Tpt1 =3+

Pokazi, da je zaporedje x, monotono in omejeno (pomagaj si s kandidatom za limito). Utemelji, da
je konvergentno in dolo¢i limito.

25. Zaporedje a, je podano z zacetnim Clenom a; = % in rekurzivno zvezo an4+1 = 2 — 2a, + a%.
Dokazi, da je zaporedje a, konvergentno in izra¢unaj limito.
1 1 1
26. Naj bo a,, = =+ + .-+ ————za n € N. Dokazi, da je zaporedje a, kon-
) TVntF1T Vit +2 vnt 4 3n? ) )¢ fn
vergentno in izracunaj limito.
2 3sin(3
27. Izra¢unaj limito zaporedja n—i——sm(n)
3n —y/ncosn
28. Ce obstajajo, izracunaj limite zaporedij:
13355
(a) PP TLE (b) 0.2,0.21,0.212,0.2121,... (c) sin1,cos (sin1),sin (cos (sinl)),...
29. Izra¢unaj limite zaporedij:
. n—3 _ 1 . on?-1
®) BnTs e I s
: . 2mT 3 . on+(=1)"
2 _n2 2 rte L S
@ g v ad=m) (0 Iy s O =

30. Izracunaj limite zaporedij:

2
: 3\" . (2n—1\" (P4 1\"
@ (103) 0 () © ()

31. Skiciraj naslednje ravninske mnozice in dokazi, da so zaprte:

(@) {(z,9)|ly=2-32} (b) {(z,y)|y=2-3cin <2x+3} (¢) {(z,9)|1 < (x—-1)>+y> <4}
2




32. Podana je ravninska mnozica
A={(z,y)|3< Va2 +1y2 <4iny>1}.
Dolo¢i zaprtje A in ugotovitev z vso strogostjo utemelji.
33. Podana je ravninska mnozica
A={(z,y) |2 +y* < 9in |z| < 1}.
Doloéi zaprtje A in ugotovitev z vso strogostjo utemelji.

34. Naj bosta U odprta mnozica v R™ in V' odprta mnozica v R"®. Dokazi, da je U x V odprta mnozica
v R™*". (Za¢ni s primerom m =n = 1.)

35. Skiciraj ravninsko mnozico
A={(z,y)||z[ > 1in [y| > 2}
in dokazi, da je zaprta.

36. Naj bosta A in B podmnozici evklidskega prostora R", Dokazi, da velja AUB = AUB in s
primerom pokazi, da ne velja AN B = AN B.

37. Podane so ravmnske mnozice:

A {(z,y)] («* +y —2)((2? +y)2 3(x* + %) + 2) > 0},
= {(z,y) | (z* +y* = 2)((2* + ¥*)* = 3(z* + ¥*) + 2) > 0},
:{(( )|($2+y2 2)((«? +y))2 3(x? +y)+2 < 0},

{(@,9) | (z* +y* = 2)((2” +9°)* = 3(2” +9%) +2) <O}
Skiciraj jih v ravnini in primerjaj A z mnozico B ter C' z mnozico D.

38. Naj bosta A in B podmnozici evklidskega prostora R™. Dokazi: Ce je A zaprta, B pa kompaktna,
je AN B kompaktna mnozica.

39. Naj bo A kompaktna podmnozica evklidskega prostora R™ in naj tocka b ne pripada mnozici A.
Dokazi, da obstaja taka tocka ag € A, da velja ||b — ag|| < ||b — a|| za vsako (drugo) tocko a € A.
Navodilo: S pomoc¢jo natancne spodnje meje za mnozico

{llb—all|a e A}
konstruiraj primerno zaporedje v A.

40. Posplosi prejsnjo nalogo na primer zaprte mnozice A tako, da pokaze$, da lahko A zamenjas s
primerno kompaktno mnozico.



