Analiza 2
Resitve 1. sklopa nalog

Nedoloceni integral

(1) Izracunaj integrale s pomocjo tabele elementarnih integralov:

(a) /(\/E—H) (x—VE+1) de

) [ oyfoveds
(c) /5“73_”%135
@ [
(e) /thxda:.

Resitev:

2 s
(a)/(\/Ele) (z—Vz+1) dm:/(:p T— T4+ \Vrt+z—\r+1) d:ng 22 +z+C.
7 8 15
A A
5\ 1 /5\°
T3=T Jp — o de — — (2 .
(c)/53 x /(3) x I (3) +C
z?—1 224+1-2 9
(d)/x2+1d9€—/—x2+1 d$—/(1—x2+1) dr = x —2arctgx + C.
2 1
(e) tg"xdxr = 3 —1)de=tgx—z+C
cos?
L]



(2) Izracunaj integrale s pomocjo substitucije:

(a) / (5 —22)% du,

1 ) 1
(b) /$2+9da: (splosno /mdx),

1
(c) /1+Cosatdx’
(d)/ COoS X d.

2+sinx
20 + 2
(c) /:(:Q—i—ldx’
1
f —dz.
® /\/1—|—621

Resitev:

(a) /(5 —27)%dw :

Vzemimo novo spremenljivko ¢t = 5 — 2z. Sledi dt = —2dz in

1 1 1
/(5 —22)"de = —3 /t9 dt =~ 110+ C =~ (5—22)* + C.

1 ) 1
(b)/x2+9dx (splosno /mdx) :

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = . Potem je dt = %’” in

1 1 1 1 1 1
/ dm:_/Q—dx:_/_dt:_amghc.
2249 9 (2)?+1 3) 2+1 3 3

V splosnem primeru vzemimo ¢ = 7, kar nam da dt = %. Sledi

1 1 1 b 1 1 azr
——de=—= | ———dx = — dt = — tg— + C.
/a2m2+b2 o 1)2/ (%)24_1 v an/tQ—i-l ab SRy i

1
(c)/—dm:
1+ cosx

Za izracun zadnjega integrala na desni vzemimo novo spremenljivko ¢ = sin z.

1 1 —cosz 1—cosx 1
———dr = dt = | ———dv = —ctgr + — + C.
1+ cosx (1+cosx)(1l — cosx) sin® x sin x




(d)/ﬂdaz:

2+sinx

Poskusimo z novo spremenljivko t = 2 + sinz. Potem je dt = cos x dx in

dt
/ﬂdx: =Injt|+C =In|2 +sinz|+ C.
2+ sinx t

Opomba: Veéasih integriramo funkcije oblike f(x) = Z ((;”)), kjer je g neka funkcija. V takih

primerih uvedemo novo spremenljivko u = g(x) (sledi du = ¢'(x)dx), da dobimo

/f(x)dx:/ggl((j)) dx:/%:1n|u|+C':1n]g(x)|+C.

(e)/2x+2dx:

241

Uvedimo novo spremenljivko ¢t = 22 + 1. Sledi dt = 2z dx in

2r + 2 2z 2 9
/x2+1dx:/(x2+1+x2+1> dx:ln(x +1)+2arctgx+0.

1
f —d
>/\/1+e2x v

Definirajmo t = /1 + €2*. Potem je dt = \/e% i S = m Sledi

ot [ (k)
m -1 t—1 t+1)

21 (m_l)__m(m+ 1) +C

Opomba: Alternativno bi lahko uporabili, da velja

1 ; arctht +C ; [t| > 1,
1—¢#2 | artht+C |t <1,

kar nam da

1
/ﬁda::—arcth<v1+62x> ‘|‘C
e

Funkciji arcth in arth sta area kotangens in area tangens. O



(3) Izracunaj integrale s pomocjo integracije po delih:

(a) / Inz dz,

(b) /arc tgx dz,

(c) /x2e_”” dx,

(d) /e‘”’ sin bz dz,
(e) /:csinxcosxdx.

Resitev: Pri integraciji po delih si pomagamo s formulo

/udv:uv—/vdu.

Ponavadi se pri izbiri v in dv ravnamo po nacelu:

. funkcija, ki se pri odvajanju poenostavi,

-dv ... izraz, ki ga znamo integrirati.

(a)/lnxdm:

Vzemimo v = Inz in dv = dz. Sledi du = & in v = z.Tako dobimo

d
/lnxdmlenx—/m—m:mlnx—x—l—C’.
R S
(b)/arctgmdm:

Funkcijo arc tg z bomo odvajali, izraz dx pa integrirali. V dobljenem integralu bomo nato
uvedli novo spremenljivko ¢t = 2% 4 1. Sledi

/ tgxd t / T 4 ¢ dt
arctgx dr = rarctgx — T = xarc :1:—— —
s & 22+ 1 8o |

1
= rarctgr — 51n|m2+ 1|+ C.

(:)/:L’Qem dx -

Pri tem integralu bomo funkcijo e™ dvakrat integrirali, monoma pa dvakrat odvajali.

/ ey = /Zx(—e_x) de = —x%e 4+ 2 (—xe‘m - /(—e_w) dﬁ) ;

(=2 — 20— 2)e " + C.




Opomba: Na podoben nacin lahko izracunamo integrale oblike

[ vyt da,

kjer je p poljuben polinom in £ poljubno realno stevilo.

(d) /em sinbx dx :

Pri tem integralu bomo eksponentno funkcijo dvakrat integrirali, trigonometri¢ni funkciji
pa dvakrat odvajali.

1
/ e’ sinbx dr = —e* sinbx — é / e cos bx dr,

a a
1 b [1 b

= —e"ginbr — — <—e“w cosbr — — / e (—sin bx) dx) ,
a a\a a

b b?
= —e"sinbr — —e*“cosbr — — | e**sinbx dzx.
a a? a?

Iz te implicitne oblike lahko izrazimo

/e‘” sinbede — & (asin bz — bcos bx) Lo
a? + b

Na podoben nacin lahko izra¢unamo tudi

/e‘” coshr dr — € (bsin bz + a cos bx) L
a? + b

Opomba: Poleg integriranja realnih funkcij poznamo tudi integriranje kompleksnih funkeij.
Poglejmo si, kako bi lahko na ta nacin izracunali zgornja dva integrala. Naj bo A = a +ib
kompleksno stevilo. Potem velja

Y A e(a-l—ib)a: _

e e (cosbx + isinbx).

Ce ozna¢imo

I. = /e‘” cosbrdx in I, = /e‘”" sin bx dx,

je torej
/eAm de =1, +1l,.



Po drugi strani pa je

1
/e)‘x dr = —e™ + C,
A
1
e
a—+1b

eaa:

T2t (a —ib)(cos bx + isinbz) + C,

eax

a2l

“(cosbx + isinbx) + C,

bsinbx + acosbx) + i(asinbx — beosbr)) + C,

e®(bsin bz + a cos bx) N e (asinbr — bcos bx) L
a? + b a? + b

Vidimo, da smo izracunali oba integrala hkrati, ne da bi uporabili metodo integriranja po
delih. Cena, ki smo jo placali, pa je, da operiramo s kompleksnimi namesto z realnimi
funkcijami.

(e)/xsinxcosxdm ;

Pri tem integralu bomo funkcijo x odvajali, funkcijo sin 2z pa integrirali.

1 1 1 1
/xsinxcosxda:: 5/xsin2xdx: 5 (—5x0082x+§/0052xda:),

_ 1 2-}-1'2-}-0
= —g%cos2z + osin2z .

(4) Izracunaj integrale:

(a)/x‘ger dx,

(b) / arcsin z dx,
(c)/Mdas.

X

Resitev:

(a) / Pt d

Vzemimo novo spremenljivko ¢ = z? (sledi dt = 2z dz), nato pa Se integriramo po delih

1 1
/$36x2d$:§/t€tdt:§ (tet—/etdt>,

:%(tet—et)+C:%€x2($2_1>+C‘




(b) /arc sinx dx :

Najprej integriramo po delih u = arcsin z, dv = dx, nato pa uvedimo t = 1 — 2.

T 1
arcsinx dxr = x arcsinz — —dx:xarcsinx+—/t1/2 dt,
/ /\/1—1:2 2
— zarcsinz + vVt + C = zarcsinz + V1 — 22 + C.

(c) / 1”“; %) 4

Definirajmo ¢ = Inz, kar nam da dt = % nato pa integriramo po delih

T

/m(lnx) dx:/lntdt:tlnt—/dt:t(lnt—1)+C=1H90(1H(1n1')—1)+0-

X




