Analiza 2
Resitve 5. sklopa nalog

Uporaba integrala

(6) Graf funkcije f, kjer je f(x) = i, zavrtimo na intervalu [1, 00) okoli osi z.

(a) Izracunaj volumen dobljenega telesa.
(b) Pokazi, da je povrsina dobljenega telesa neskonéna.

Resitev: Telo, ki ga studiramo pri tej nalogi, véasih imenujemo Torricellijeva trobenta
ali pa tudi Gabrielov rog. To je bil eden prvih znanih primerov teles, ki imajo koncen
volumen in neskon¢éno povrsino.
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(a) Volumen rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi x na
intervalu [a, b], je enak

Vv :W/abf<ilj'>2d£€.

Volumen Torricellijeve trobente je tako enak
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(b) Povrsina rotacijskega telesa, ki ga dobimo, ¢e zavrtimo graf funkcije f okoli osi x na
intervalu [a, b], pa je enaka

P:27r/ f(x)/ 1+ f'(z)%du.

Ker je f'(z) = —ﬁ, moramo torej pokazati, da integral
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divergira. To bi lahko pokazali s pomocjo kriterija, ki smo ga spoznali pri obravnavi
izlimitiranih integralov. Lahko pa naredimo preprosto oceno
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Ker integral na desni divergira, divergira tudi integral na levi. O]



(7) Izracunaj volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f(x) = cosz + 1 na intervalu
[—37”, %] zavrtimo okoli osi y = —1.

Resitev: Volumen vrtenine, ki jo dobimo pri vrtenju grafa funkcije f okoli osi x na intervalu

[a, b], je enak
b
V = 7r/ f(z)?*dx

Pri vrtenju grafa funkcije f okoli osi y = a pa dobimo telo z istim volumnom, kot ¢e bi
graf funkcije g(x) = f(x) — a vrteli okoli osi x.

Sledi:
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(8) Dan je lik L = {(z,y) € R?|z> +4*> > R2,0 <z < R,0 <y < R}, kjer je R > 0.
Izracunaj povrsino plasca telesa, ki ga dobimo, ¢e lik L zavrtimo okoli osi z = R.

Resitev: Lik L dobimo tako, da iz kvadrata s stranico R izrezemo cetrtino kroga s polmerom
R. Dobljena vrtenina ima obliko lijaka.



Na izbiro imamo dve moznosti. Razdalja tocke na loku, ki je na visini y, od osi z = R je
enaka r(y) = R — \/R? — y2. 7 integracijo ustrezne funkcije po y tako dobimo povrsino
plas¢a vrtenine. Opazimo pa lahko, da isto telo dobimo tudi z vrtenjem lika pod grafom
funkcije f(z) = R — v R? — 22 okoli abscisne osi.
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Velja f'(x) = gz 0d koder sledi:

R
P:27r/ < \/Rz—m2 \/ - dz,
0 2 _x

R
:zw/o( V) e

R R2
2 ———— — R dz,
W/o (m? — )
R
=27 <R2 arcsin (%) — R:U) ,
= 271R*. g — 27 R?,

0
= 1R* (1 —2).

Opomba: Povrsino plasca vrtenine lahko izracunamo tudi s pomoc¢jo Guldinovega pravila.

Guldinovo pravilo: Povr§ina plasc¢a vrtenine, ki ga dobimo pri vrtenju loka okoli neke osi,
je enaka produktu dolzine loka, ki ga vrtimo in pa dolzine poti, ki jo pri enem vrtljaju
opise geometrijsko sredisce loka.




Koordinati geometrijskega sredisca loka, ki ga doloca graf funkcije f na intervalu [a, b] sta:
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Pri tem smo z [ oznaéili dolzino loka.

V nasem primeru potrebujemo z-koordinato sredisca kroznega loka f(x) = v R? — 2% na
intervalu z € [0, R|. Dobimo jo po formuli

fOR /14 —Rfsz dx
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Dolzina kroznega loka je | = %R, integral v Stevcu pa je enak:
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Od tod sledi, da za sredisce kroznega loka velja =, = %, iz Guldinovega pravila pa sledi
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[zracunaj volumen telesa, ki ga dobimo kot presek dveh sredis¢no in pravokotno sekajocih
se valjev enakih polmerov.

Resitev: Poglejmo si primer, ko imata oba valja polmer R in ko ima eden izmed njiju os
v smeri osi y, drugi pa v smeri osi z.



V tem primeru nase telo ni dobljeno z vrtenjem nekega lika, zato moramo za izracun

volumna ubrati druga¢no pot. Telo lahko predstavimo kot mnozico tock

{(z,y,2) e R®|2® +y* < R?, 2® + 22 < R?}.

Ce presekamo telo z ravnino = = z,, dobimo kot presek kvadrat
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katerega plostina je enaka S(z¢) = 4(R?* — x2).

Volumen bomo sedaj izracunali tako, da bomo telo najprej razdelili na kvadre, ki jih
dobimo z odebelitvijo taksnih presekov, in nato sesteli vsote njihovih volumnov s pomocjo

Riemannovega integrala. Velja
dV = 4(R* — 2*)dx
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