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Opozorilo
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1 Krivulje v ravnini

1.1 Parametri¢cno podane krivulje

Naloga 1.1.1. Parametriziraj premico v ravnini, ki gre skozi tocki (1,1) in (—2,4) ter kroznico,
s polmerom 3 in srediséem v (—1,1). Poidci presecisca teh dveh krivulj.

Resitev:
Parametri¢na enacba poljubne premice je

z(t) = zo + (z1 — o)1,

y(t) =yo + (y1 — o),
kjer sta A(zo,yo) in B(x1,y1) todki, skozi kateri premica poteka. Potem je enacba nage premice
x(t) =1 —3t in y(t) = 1 + 3t. Parametri¢na enacba kroZnice je

x(t) = r-cost + xg,

y(t) =r-sint + yo,

e je r polmer kroZnice s srediséem v S(zg, yo). Potem je enacba nase kroznice z:(t) = 3cost —1
in y(t) = 3sint + 1. Za ra¢unanje preseis¢ si zadevo olajsamo s pretvorbo obeh enacb v
standardno obliko. Torej je ena¢ba premice

Y — Yo = <M> (z — o)

Ty — Zo

in enac¢ba kroZnice
(z—a)®+ (y—b)?=r?

¢e je S(a,b). Potem je enacba premice y = —x + 2 in enacba kroznice (z +1)% + (y — 1)2 = 9.

Vstavimo prvo enac¢bo v drugo in dobimo vrednosti x = :I:\/g iny = :F\/g + 2. Torej sta
preseciséi v tockah P; (\/g7 —\/g—i— 2) in Py (—\/g, \/g + 2). O

Naloga 1.1.2. Krivulja v ravnini je parametrizirana kot x(t) = 2t —t2 in y(t) = 2t2 —t>. Pois¢i
tocke na krivulji, kjer je tangenta na krivuljo vzporedna kateri izmed koordinatnih osi. Skiciraj
krivuljo. Izracunaj ploscino lika, ki ga krivulja opise v prvem kvadrantu.

Resitev:

Tangenta na krivuljo je vzporedna ordinatni osi, kadar je
z(t)=0

in vzporedna abscisni osi, kadar je

y(t) =0

i(t) je enak O prit =1, §(¢) pa prit = 0 in t = 3. Plo¢ina lika, ki ga krivulja opige v prvem

kvadrantu, je enaka
2
8
S=- ty — xy)dt = —.
5 /0 (dy —zg)dt = =



Slika 1: Krivulja z zanko.

Naloga 1.1.3. Narisi graf krivulje, podane v parametricni obliki kot 7¥(t) = (t3 —t,12 — 1).
Izracunaj tudi ploséino zanke, ki jo opise krivulja.

Resitev:

Slika 2: Se ena krivulja z zanko.

Tako podana funkcija opiSe zanko, ki je simetri¢na glede na ordinatno os, za¢ne in koncéa pa
se v koordinatnem izhodis¢u. Funkcija vstopi skozi izhodis¢e pri t = —1, izstopi pa pri t = 1.
Plos¢ini bi se odsteli ob prehodu v drug kvadrant, zato je treba biti pazljiv pri tvorjenju integrala.
Vzamemo robne vrednosti ¢ za eno od polovic zanke in vstavimo v integral:

1 1
S=2. 7/ (3% —1)(#* — 1)+ (£ —t)(2t)] dt = s
2/ 15
O
Naloga 1.1.4. Krivulja v ravnini je parametrizirana kot x(t) = 11—12 iny(t) = 1_’1%

1. Skiciraj krivuljo. Izracunaj tudi asimptoto.



2. Ali je ploscina lika, ki ga opiSeta krivulja in njena asimptota koncéna?
Namig: Ploscine ni nujno do konca izracunati.

Resitev:
O
Naloga 1.1.5. S pomocjo parametrizacije v ravnini izpelji formulo za obseg kroga.
Resitev:
Ce poznamo parametri¢no ena¢bo kroZnice, potem sta njena odvoda #(t) = r - (—sint) in

y(t) =r - (cost), in lahko z uporabo formule za izra¢un dolZine loka

to
1= | i+ 2dt
t1

dokaZzemo, da je obseg kroga o enak 27r, ¢e za t1 vzamemo 0, za t2 pa 27 (en obhod). Potem je

l=2mr.
O
Naloga 1.1.6. Narisi graf krivulje, podane v parametricni obliki kot 7(t) = (t> —t,t> — 1).
Resitev:
O
1
1 1 1 1 |
M 2.5
Slika 3: 7(t) = (1 — ¢, — 1).
Naloga 1.1.7. Krivulja v ravnini je parametrizirana kot z(t) = te' in y(t) = te~t. Skiciraj

krivuljo in doloci enacbo tangente prit = 1/2.



Resitev:
Enacba tangente v parametri¢ni obliki je:

y=y(to) + 20 (0 i)

i(to)
Vit =1jetorej y(3) =y(3) = 2\1/@ z(3) = %, i(3) = 3\2/E, koeficient tangente - in njena
enacba
1 1
y= -zt

Naloga 1.1.8. Skiciraj krivuljo, ki se imenuje "Descartesov list". Podana je paremetriéno:

3t (1) = 3t2
T 1443 YW=

z(t)

Izracunaj tudi asimptoto in na koncu izracunaj Se ploscino "lista".

Resitev:

Slika 4: Descartesov list.

Asimptota je krivulja, h kateri se neka funkcija priblizuje, z enacbo oblike y = kx + n, kjer je

k= lim (y>
rx—oo \ T

in

n= lim (y — kz).

r—00

Ko sta y in x podana neodvisno, takrat posljemo t proti tisti vrednosti, kamor gre funkcija v

neskoné¢nost. Torej je
y(t
k= lim @ = lim t = -1
t——1 \ Z(t) t——1



in

. . 3t(t+1)
n= Jim (y(t) = (<1) - 2(t) = lim o =
Enacba asimptote je torej
y=—z—1
Plos¢ina lista je
S 1 OO( i 7)dt 3
= - Ty — T =_.
2 ), W 2
(t posljemo v neskoncnost, saj se proti neskon¢nosti zanka zaklju¢uje.) O

Naloga 1.1.9. Krivulja z imenom "astroida"je podana parametriéno kot 7(t) = ((3083 t,sin® t).
Ugotovi, od kod njeno ime (tako da jo narises) in izracunaj njeno dolZino.

Resitev:
Ker je astroida osno somerna, lahko samo z izra¢unom enega njenega loka dobimo njeno celotno

1

Slika 5: Astroida.

dolzino. Ker sta cos in sin periodi¢ni funkciji, se funkciji po ¢t = 27 ponavljata, zato je smiselno
gledati vrednosti ¢t samo od 0 do 27. Torej je dolzina astroide

zz4-/2 V3% 1 52dt = 6.
0

1.2 Krivulje, podane s polarnim zapisom
Naloga 1.2.1. Izracunaj ploscino "ribe", ki je za a > 0 podana parametriéno kot
7(t) = (—acost(l + cost), —acostsint) .

Krivuljo zapisi tudi v polarni obliki.



Slika 6: Riba pri a=1.

Resitev:

Narava te krivulje je podobna kot pri tisti zanki pri zgornji nalogi, namre¢, da se plos¢ine za¢nejo
odstevati, ko sko¢i krivulja v drugi kvadrant. Vendar pa tu krivulja lezi v Stirih kvadrantih, ne
samo v dveh. Prezrcali se ¢ez x os, zato lahko vzamemo po dve in dve Cetrtini krivulje, in tako
zapiSemo enacbo:

™

1 [= 1 /7
S:2-§/2(j:y—xy)dt+2~§/ (Ty — zy)dt
o x

2

Na sreco so integrali aditivni, pa Se ulomki se krajsajo. Ostane le neprijetna operacija dejanskega
integriranja, zato nasvet: &e se znajde§ med integriranjem funkcije cos® z, potem si pomagaj s

prevajanjem na trojne kote:

3 2

cos3xr = cos”x — 3cosxsin® x

sin 3z = 3 cos? rsinz — sin® x
Rezultat je S = $a®. Poglej za primer z(t) = —cost(1 + cost) in y(t) = —costsint, da je
plos¢ina res §(=2,7). O

Naloga 1.2.2. Strofoida je krivulja, podana v polarni obliki z enacbo
cos 2¢

a>0.

r(p) =a

cosp ’
Skiciraj krivuljo (poracunaj tudi asimptoto) in izracunaj plo§cino njene zanke.
Resitev:
Ob pretvorbi iz polarne oblike v parametri¢no dobimo
z(p) = acos2p
in
sin ¢ cos 2¢

= —_— = t 2 .
y(p) =a e a tan ¢ cos 2¢

Pri odvajanju obeh zadev dobimo &(¢) = —a2sin 2¢ in (p) = a(1—tan? p—4sin? ¢). Koeficient
asimptote je torej



Slika 7: Strofoida.

(¢ posljemo v tisto vrednost, kjer se funkcija priblizuje neskonénosti.) Ta rac¢un pokaze, da je
asimptota navpi¢na, torej je njena enacba oblike

r=m.

Torej mora veljati
lim (z(p) —m) =0.

™
=3

Za xz(p) vstavimo acos 2¢ in dobimo

lim (acos2p —m) =0
Y5

ter
—a—m =
in s tem
m = —a.

Enacba ploscine za krivuljo, podano v polarni obliki, je

1 P2
S = 7/ r2(p)dep.
2 Y1

Podobno kot prej, pazimo na zgornjo in spodnjo mejo. Recimo, da gledamo kot ¢ od 0 do 7 -
tam dobimo polovico iskane plo$¢ine. Torej je velikost plos¢ine nase zanke enaka

1% 20\ ?
sor L[ (em2)s,
2 Jo CoS
Iskana plos¢ina zanke pri poljubnem a je torej

S:a2(2—%).




Naloga 1.2.3. Opisi gibanje tocke na mangjsem obrocu, ki se kotali po obodu vecjega obroca, na
njegovi zunanji strani. Lahko privzames, da je radij vecjega obroca veckratnik radija manjSega.
Taksni krivulji pravimo epicikloida.

Resitev:

Epicikloido dobimo tako, da sledimo toc¢ki na kroZnici s polmerom 7, ki se kotali po zunanji
strani neke druge kroznice s polmerom R. ¢ predstavlja kot, s katerim se sredis¢e malega kroga

premika glede na sredisce velikega kroga, t' pa kot, s katerim se premika opazovana tocka, ki
lezi na obodu malega kroga okrog njegovega sredis¢a (glede na zacetni polozaj). Velja

t-R=t'-r—t-r

r+R_
T

t = t.

(P
SV

Slika 8: Konstrukcija epicikloide.

Enacba za epicikloido je potem

R
x(t) = (r+ R)-cost —r-cost' = (r+ R) - cost —r - sin (Ht>
r

y(t)—(r+R)~sintr~sint'—(r+R)~SintT~sin(r+Rt).
T

O

Naloga 1.2.4. Opisi gibanje tocke na mangjsem obrocu, ki se kotali po obodu vecjega obroca, na
njegovi notranji strani. Lahko privzames, da je radij vecjega obroca veckratnik radija manjsega.

Taksni krivulji pravimo hipocikloida.

Resitev:

Hipocikloido dobimo tako, da sledimo toc¢ki na kroznici z polmerom r, ki se kotali po notranji
strani neke druge kroznice s polmerom R. Pravzaprav riSemo cikloido na notranjo stran kroznice.
Spremenljivka ¢ predstavlja kot, s katerim se srediS¢e malega kroga premika glede na sredisce
velikega kroga. Velja

2(t) = (r—R)-cost—r-cos(T_rRt)

10



in
y(t) = (r — R) -sint — r - sin (TRt) .
T

O

Naloga 1.2.5. Skiciraj Arhimedovo spiralo, podano z r(p) = ap in logaritemsko spiralo, podano
zr(p) = ae™¥. DokaZi, da logaritemska spirala seka vsak poltrak iz koordinatnega izhodiséa pod
istim kotom.

Resitev:

[5]
i

Slika 9: Arhimedova spirala.

Formula za izra¢un kota med dvema premicama je

Dokazati moramo, da ta kot pri logaritemski spirali ni odvisen od spremembe kota ¢. k; naj bo
koeficient poltraka iz koordinatnega izhodis¢a, ko pa koeficient tangente na logaritemsko spiralo
v preseciscu s poltrakom. Torej je

ki =tanp
in
y(e)

ko = = .

)

Pri parametrizaciji logaritemske spirale dobimo z(p) = ae™? cos ¢ in y(p) = ae™?sing. Ce
odvajamo z(¢) in y(p), in vse skupaj vstavimo v enacbo za izra¢un kota med dvema premicama,
dobimo, da je

tana = —
m

oziroma

1
a = arctan —.
m

11



Kot med poltrakom in tangento torej res ni odvisen od kota, glede na katerega se logaritemska
spirala giblje, ampak samo od podanega zacetnega m. O

Naloga 1.2.6. S pomocjo prevedbe na polarni koordinatni sistem, skiciraj graf funkcije, podane

z enacbo )
(I2 Jryz) — g2 (a:2 —y2) )
Resitev:
03 i
0.z
i 0.1
10 UI.S e i U.IS 10
.—0.2 .
£ -0.3 .
Slika 10: Skica krivulje za a = 1.
Zapisemo
z(p) = () cos(p)
n

y() = r(p)sin(p)
Ce zamenjamo v prvotni en¢bi bomo dobili
(r2(9) cos () + 12(p) sin®())” = @ (12(p) cos? (i9) — () sin(p))

() = a®r?(p) (cos(p) — sin*(p))

Ce to malo preuredimo bomo dobili

Naloga 1.2.7. Skiciraj in izracunaj dolzino loka krivulje

r(p) = asin® z.
3
Resitev:

Dolzino loka krivulje (skicirane na sliki 11) bomo izra¢unali z uporabo formule:

B
1= [ VPR )

Imamo

r(¢) = asin® %

12



Slika 11: Jabolko.

in o 0
. . 2P Y
7(p) = asin 3 Cos g

To vstavimo v formulo za izracun dolZzine loka in dobimo

3
] = 23 6% 26 4P of
/0 \/a sin 3—|—a Sin 3cos 3

3

Z racunanjem integrala dobimo da je dolZina loka enaka | = =

a

Naloga 1.2.8. Narisi graf in doloci ploséino lika, ki ga opise krivulja, podana z enacbo
r(p) = 2acos3p, a>0.
Resitev:

Ploscino lika (skiciranega na sliki 12) bomo dobili s uporabo formule

Integriramo

in dobimo, da je plos¢ina

1 .
A = ag(ﬂ' + sin(m))

To je samo Sestina plos¢ine lika, zato je celotna plos¢ina A = a(w + sin(w))

13
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Slika 12: Detelica.

1.3 Krivulje drugega reda (stoZernice)

Naloga 1.3.1. Skiciraj naslednje stoZernice.

a) 2> =2  +4x—4y+1=0 b) 22 —4v2z —2zy+1y> =0

¢) 2%+ 2% + day = V2 — V2 d) 32 +3y% + 22y + 420+ 42y =0

e) 1322+ 6v15zy — 293> — 32 =10 ) 2?4 2zy+1y® —6vV22+6v2y =0
Resitev:

[ V delu [

O
[ 3 V delu 7
Naloga 1.3.2.
Resitev:
Dana je funkcija z = % Formula za plos¢ino lika ki ga dobimo, ¢e krivuljo zrotiramo okrog x
osi je:

P:27T/ z(x)\/1+ 2(x)? dx

To izrac¢unamo in dobimo, da je
<1 1
1 x

14



To lahko zpiSemo kot

[e.¢] 4 1
P:2T/ AL
1 T

Morali bomo ugotoviti, ali je integral koncen ali neskoncen. Predpostavimo, da je integral
neskoncen. Trditev bomo dokazali, ¢e primerjamo nas integral z integralom za keterega ze
vemo, da je neskoncen.

~ Vit ¥1 < 1
P:%/‘Aﬁéidx>P:%/ = de
1 z 1

x

Torej je plos¢ina neskon¢na. Volumen lika bomo izrac¢unali s pomodcjo formule:

b
V:w/ 22(x) da

oziroma

Izra¢unamo in dobimo rezultat:

V=mn
O
3 V delu 0
Naloga 1.3.3.
Resitev:
Dana je funkcija
2 22
Formula za izrac¢un volumna je
V=m / 22(z) da
oziroma a
V= 277/ 22(x) dx

0

Iz prvotne funkcije bomo izra¢unali, da je
2
2 _ x 2

Ce to damo v formulo za izracun volumna in integriramo, dobimo

4

V = —rab®
37
O

15



[ V delu 7

Naloga 1.3.4.

Resitev:
Dana je funkcija
20 +y* +4r —8y+14=0

Funkcjo lahko preoblikujemo tako, da dobimo polne kvadrati. Dobili bomo
2(z* + 22+ 1) + (y* — 8y + 16) = 4
Oziroma

GRSV

Dobili smo elipso.

[ 3 V delu 0

Naloga 1.3.5.

Resitev:
Dana je funkcija
322 — 10xy + 3> +8=0

Zato ker imamo meSani ¢len, bomo uporabili nov koordinaten sistem, kjer velja
xr=Xcosy—Ysing

and
y=Xsinp+Ycosp

Zamenjamo v prvotni enacbi, in potem iS¢em kot ¢ pri kateri velja da je meSani ¢len XY = 0.
Dobimo enac¢bo cos 2¢p = 0, oziroma da je ¢ = 7. Preuredimo enacbo in bomo dobili ena¢bo

Dobili bomo hiperbolo rotirana za ¢ = 7

1.4 Krivulje visjih redov
Naloga 1.4.1. Skiciraj krivuljo, podano z naslednjo zvezo.
By —r—y=0

Namig: Uporabi dejstvo, da vsaka tocka na ravnini lezi na neki premici z enadbo y = ta ali pa premici @ = 0.

16



Resitev:

[ V delu [

Naloga 1.4.2. Podana je enacba 2> +y> —x —y = 0.

1. Katere od tock (1,0), (2,2), (—2,2) leZijo na krivulji, ki jo v ravnini podaja
ta enacba?

2. Pokazi, da krivulja vsebuje simetralo sodih kvadrantov.
3. Doloéi enacho tangente na krivuljo v tocki (0,1).

Resitev:
Pokazali bomo da krivulja vsebuje simetralo kvadrantov. Vemo da je simetrala kvadrantov
premica y = —x. Ce to zamenjamo v prvotni enacbi bomo dobili 22+ (—z)3 -z —(—2) =0. O

Naloga 1.4.3. Skiciraj krivuljo, podano z naslednjo zvezo.

28— 2t P =0

Namig: Uporabi dejstvo, da vsaka tocka na ravnini leZi na neki premici z enacbo y = tx ali pa premici x = 0.

Resitev:

Slika 13: Graf krivulje 25 — 2293 —9®> =0

Ce zapiSemo, da je y = tx, dobimo naslednjo enacbo:z(x)
28 — 25 — 250 =0

Ali

)

(-t —1°)=0

Sledi da je x =y = 0 ali pa o = t3 — t° in y = t* — 5. Tako imamo krivuljo v paramteri¢ni
obilki jo lahko narisemo. O

17



Naloga 1.4.4. Skiciraj mnoZico tock v ravnini, ki ustreza resitvi nasledngih dveh (razcepnih!)
enach.

a) y'+dry?+42®-1=0 b) 2y° —ay? —22%y+2° =0

Resitev:

[ V delu [ 3

O
Naloga 1.4.5. Podana je krivulja v tmplicitni obliki:
(x—a)?(x® +y*) -1z =0.
o Krivuljo zapisi v polarni in parametriéni obliki.
o Narisi krivuljo za izbiro a =2 inl=1.
Resitev:
[ V delu [
O

18



2 Kompleksna Stevila

2.1 Osnovne lastnosti C

Naloga 2.1.1. Naj bo z = 3+ /3i in w = —1 + /3i. Poracunaj in narisi naslednja stevila:

_ 2 . z
T, zH+w, w, zw m .

Resitev:

[ V delu [

Naloga 2.1.2. Za vsak n € N izracunaj vrednost izraza 1 +i + 4% 443 + - 4+ i".

Resitev:

Najbo S, =14i+42 4+ +--- 4" Sledi:

Cen mod 4 =0 potem, i" =1,sledi S, =1+i—1—i+1+---+1,ali S, =1.

Cen mod4=1potem, i" =4, sledi Sy =1+i—1—i+1+---+1+4i ali S, =1+i.

Cen mod 4 =2 potem, " = —1,sledi S, =14+i—1—i+1+---+1+i—1,ali S, =1.
Cen mod 4 = 3 potem, i" = —i,sledi S, =14+i—1—i+---+14+i—1—4,ali 5, =0. O

Naloga 2.1.3. Naj bosta naravni stevili a in b zapisljivi kot vsoti kvadratov dveh naravnih stevil.
Dokazi, da je potem tudi njun produkt zapisljiv kot vsota kvadratov dveh naravnih Stevil.

Resitev:

[ V delu [

O

2.2 Enacbe s kompleksnimi Stevili
Naloga 2.2.1. Resi naslednje enacbe nad kompleksnimi Stevili.

a) Z—2iz=1+i b) z—iz2=0

¢) 224+1=0 d) z=1+z
Resitev:
a) Vzamimo z = z + iy. Vstavimo v Z — 2iz = 1 + 4, in dobimo (x — iy) — 2i(z + iy) = 1 + 4.
Dobili smo sistem dveh enacb, x+2y = 1, —y—2x = 1. Sistem reSimo in dobimoy =1, z = —1.

Sledi, z = —1 + 1.
b) Vzamimo z = x + iy. Vstavimo v z — iz? = 0, in dobimo (x — iy)) = i(z + iy)%. Dobili
smo sistem dveh ena¢b, x — 2zy = 0, y — 22 4+ y? = 0. Sistem re§imo in dobimo z = 0,y = 0,

19



.’L':O, Z—I,xZ%,y:%,x:%ﬁ,y:% Sledl?z:07Z:_sz:_1+7’7’z:§+%a
inz= 77‘/5 +1.
¢) 2z + 1 = 0, zamenjamo 2z = |z|2, in dobimo |z|?> = —1. To ni moZno, sledi enacba nima
reSitev.
d) Vzamimo z = x + 4y. Vstavimo v z = 1 + Z, in dobimo (z + iy) = 1 + (« + iy). Dobili smo
sistem dveh enacb, 0-x =1, 2-y = 0. Sistem je oc¢itno neresljiv. O
Naloga 2.2.2. Resi splosno kvadratno enacbo 2% = w nad kompleksnimi Stevili.
Resitev:
[ V delu [
O

2.3 Mnozice v kompleksni ravnini
Naloga 2.3.1. Doloci in narisi naslednje podmnoZice kompleksne ravnine

a) |z|=1 b) |z—3+2i <2
c) Me(z) +Im(z?) =2 d) |z—-2| <7

Resgitev:

Slika 14: Graf krivulje (z + 3)* —y*> = I

c) Ce zapiSemo da je z = x + iy in 22 = 22 + izy — y? in zamenjamo v zgornji enacbi bomo

dobili naslednjo enacbo
Lo o 7
(@+35)" =y =7

Resitve so vse tocke, ki lezijo na tej hiperboli (glej sliko).
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2.4 Polarni zapis kompleksnega Stevila
Naloga 2.4.1. Naj bosta z =1 +i in w = —/3 + i kompleksni stevili.
o Izracunaj w'?. Zapisi tudi pruih nekaj potenc Stevila z in jih narisi.

e "Graficno" izracunaj produkt zw.

Naloga 2.4.2. Izracunaj in narisi pete korene tevila 1 + i ter cetrte korene Stevila 1 + iv/3.

Resitev:

3 V delu [

O
Naloga 2.4.3. Poisci vse kompleksne reSitve enacbe
(z—-1)"° =21,
Resitev:
[ V delu 3
O
Naloga 2.4.4. DokaZi, da je arctan(1/2) + arctan(1/3) = 7/4 .
Resitev:
Vemo da se pri mnozenju dveh kompleksnih Stevil njuna argumeta sestejeta in njune absolutne
vrednosti zmnozijo. Zato vzamemo z; = 247 in 2o = 3 + ¢ (njuna argumenta sta ravno
arctan(1/2) in arctan(1/3)). Njun produkt je z122 = 5+ 5i, ¢igar argument je
arctan(l) = 7 /4.
O

Naloga 2.4.5. Naj bosta a > 0 in b > 0 pozitivni stevili. Skiciraj krivuljo v kompleksni ravnini,

ki je podana z enacbo
Z(f,) — e(a+ib)t )

Resitev:

l V delu [
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