Analiza 2
Resitve 8. sklopa nalog

Stevilske vrste

(6) Razisci konvergenco vrste » ( nt za a > 0.
n=1

a+1)(a+2)--(a+n)
Resitev: 7 uporabo kvocientnega ali pa korenskega kriterija bi dobili

. Qnyl .
lim = = lim /a, =1,

n—00 n—00

kar nam ni¢ ne pove o konvergenci vrste. V taksnih primerih nam vcasih pomaga:

Raabejev kriterij: Naj bo Y a, vrsta s pozitivnimi ¢leni in naj obstaja

L= limn( n —1>.

- Ce je L > 1, je vrsta konvergentna.

- Ce je L < 1, je vrsta divergentna.

-Ce je L =1, je vrsta ali konvergentna ali divergentna.

Racunajmo
n!

n . a ~(a+n . 1 .
limn(a —1)zhmn<%_l>:hmn<ﬂ—l>:hm a
n—00 n—00 __\nrl) n—00 n—00

Ont1 @t D) (atn+l) a-tn a-tmn

Po Raabejevem kriteriju sledi, da je vrsta ) (a+1)(af2!)~~(a+n)

divergentna za a < 1. Pri a = 1 dobimo harmoni¢no vrsto

konvergentna za a > 1 in

n:1(1+1)(1+2)---(1+n) n:1n+1 “—~n
ki divergira.
Opomba 1: Pri a = 2 dobimo konvergentno vrsto
—~(24+1)2+2)-(2+n) nzl(n+1)(n+2)'

S primerjalnim kriterijem lahko potem dokazemo, da vrsta > @@ fQ!)m(a vy

za a > 2, divergira paza a < 1. Za 1 < a < 2 pa je konvergenco vrste tezko dokazati brez
uporabe Raabejevega kriterija.

konvergira

Opomba 2: S pomoéjo Raabejevega kriterija lahko dokazemo, da vrsta > n% konvergira
natanko tedaj, ko je a > 1.

Opomba 3: Ce izracunamo lim “ = 1, avtomatic¢no sledi lim {/a, = 1. ]
— n—soo 9n N—00



(7) Ugotovi, ali naslednje vrste konvergirajo absolutno oziroma pogojno:

(a) Z <_nla) ,za a > 0,

0) S (-1t
(c) Z(_l—)nﬂ, za a > 0.

(n+1)an

Resitev: Za vrsto ) a, z ne nujno pozitivnimi ¢leni recemo, da:
- konvergira absolutno, ¢e konvergira vrsta E |an|,

- konvergira pogojno, ¢e konvergira, a ne konvergira absolutno.

Alternirajoca vrsta je vrsta oblike Y (—1)""'a, ali pa >_(—1)"a,, kjer je a, > 0 za vsak
n € N. Za alternirajoce vrste lahko pogosto uporabimo:

Leibnizev kriterij: Ce absolutne vrednosti

ap > ap >ag > -

clenov alternirajoce vrste monotono padajo proti nic, je vrsta konvergentna.

(a) Z (_ni)n .

n=1
Vrsta je alternirajoca, zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste

1 1 1
’2&7 3a74a7"'
pa monotono pada proti ni¢, saj je funkcija f(z) = x® za o > 0 narascajoca, zvezna na
[0,00) in f(0) = 0. Sklepamo, da je vrsta ) (_n% konvergentna za vsak o > 0.
Vemo ze, da je vrsta » (;% absolutno konvergentna natanko tedaj, ko je a > 1. Za
0 < a <1 je vrsta pogojno konvergentna.

()3 (1) ta

n=1
Vrsta je alternirajoca. Zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste

1

tgl,t 1t 1t
gag27g37g47”'

monotono pada proti ni¢, saj je funkcija tg naraséajoca in zvezna na [0, 1] ter tg(0) = 0.
Torej je vrsta » (—1)" tg% konvergentna.



Pokazimo sedaj, da vrsta ne konvergira absolutno. Za z € [0, 1] velja ocena tgz > z, od

koder sledi
e |
tg—> ) — =oo.

Vrsta > (—1)" tg% je torej pogojno konvergentna.

Vrsta je alternirajoca. Zaporedje absolutnih vrednosti ¢lenov vrste
11 1 1
2a’ 3a?’ 4a3’ ba*’

monotono pada proti ni¢, ¢e je a > 1. V primeru a < 1 pa ¢leni zaporedja |a,| rastejo ¢ez
(=t

vse meje. Vrsta > je torej konvergentna za a > 1 in divergentna za a < 1.

(n+1)a™
Vrsta Zm konvergira, ¢e je a > 1, pri a = 1 pa dobimo harmoni¢no vrsto, ki
divergira. Vrsta ) E;lr);;; je torej absolutno konvergentna za a > 1, pogojno konvergentna

pri a = 1 ter divergentna za a < 1. O]

Koliko ¢lenov vrste

N
Ol

(=) 1

n=1
moramo sesteti, da bo dobljen rezultat natanc¢en na 0.017

Regitev: Vrsta ) (71735 . je alternirajoca, absolutne vrednosti njenih ¢lenov pa monotono

padajo proti ni¢. Zato po Leibnizevem kriteriju konvergira. Oznac¢imo sedaj

S:Sk+rk)7

kjer je S vsota vrste, si vsota prvih k-¢lenov vrste in

(0.)
(_1)n+1
re= ) Tz
n=k+1

napaka pri aproksimaciji vsote vrste z vsoto prvih k-¢lenov vrste. Za vrste, ki zadoscajo
Leibnizevemu kriteriju, lahko ocenimo napako. Velja namrec

73] < larsal

Ce izberemo k = 9, bo zato veljalo

1
|CL10| 100 0.0

o0
= . . I . . . o
Ce hotemo torej vsoto vrste » % izracunati na 0.01 natancno, zadosca da sestejemo
n=1

vsoto prvih 9 ¢lenov.



Opomba: Natanc¢na vsota vrste je enaka

0 (_l)nJrl 2
—— = — =~ 0.822
Z n2 12 0.8 5’

n=1
vsota prvih 9 ¢lenov pa je enaka

—1 n+1
> <—2 ~ 0.8280.
n=1 n

Vidimo, da je dejanska napaka priblizno pol manjsa od nase ocene. O

Razisci konvergenco vrste Y n(:(i)ln)n Ali lahko uporabis Leibnizev kriterij?

n=2

Resitev: Racunamo vsoto
1,1 _1,1_1

l=g+3-5+ts—5+t -
Vrsta je alternirajoca, vendar pa absolutne vrednosti njenih ¢lenov ne padajo monotono
proti nic, zato Leibnizevega kriterija ne moremo uporabiti.
Ao
0.8r
0.6r

0.4

Pokazali bomo, da vrsta kljub temu konvergira. Razdelimo vrsto tako, da vzamemo skupaj
po dva zaporedna clena. Za n = 2k tako dobimo

1 13
n—1 n+2 n24+n-—2’

kar pomeni, da je
S ED s 8
el G e R
Ker vrsta na desni konvergira, tudi nasa vrsta konvergira.

Opomba: Dana vrsta je zelo podobna vrsti

[e%¢) 1)
Z< ) =1—-4+1 141 14 =2
n

n=1

DN |
W=
=

Iz te vrste dobimo naso vrsto tako, da ji pristejemo % in nato zamenjamo po parih dva

zaporedna ¢lena. S tem smo naredili na ¢lenih vrste neko neskonéno permutacijo. Ce bi
bila vrsta absolutno konvergentna, je vsota vrste neodvisna od vrstnega reda, pri pogojno
konvergentnih vrstah pa lahko z zamenjavo vrstnega reda dobimo poljubno vsoto, zato



moramo biti pazljivi. Ker je v nasem primeru ta neskon¢na permutacija kljub temu precej
preprosta, lahko pokazemo, da velja

Potencne vrste in Taylorjeva vrsta

(1) Izracunaj konvergené¢ni polmer in obmocje konvergence naslednjih potenc¢nih vrst:

()3 0+ 1)
)k

©> 4

n=1

W

Resitev: Funkcijska vrsta oblike
Z an(x —a)®
n=0

se imenuje potencna vrsta s sredis¢em v a. Za vsako potencno vrsto obstaja stevilo R > 0,
ki mu recemo konvergencni polmer vrste, da velja:

(a) Vrsta konvergira za x € (a — R, a+ R), divergira za |x —a| > R, v tockah |z —a| = R
pa lahko ali konvergira ali pa divergira.

(b) Vrsta konvergira absolutno in enakomerno na [a — r,a + r| za vsak r € R.

(¢) Vsota vrste je analiticna funkcija na (¢ — R,a + R). Ce vrsta konvergira v kaksnem

Konvergencni polmer potencne vrste lahko izracunamo s pomocjo naslednjih formul:

R = lim ,
n—oo an+1

1 M n

= Vel

1

— = limsup {/|an|.

R n—o00



[e.9]

(@3 (n+ 1)a"

n=0

V tem primeru imamo potencno vrsto s srediS¢em v tocki a = 0 in s koeficienti a,, = n+1.

Sledi
R = lim

n—oo

an+1

Vrsta torej konvergira na intervalu I = (—1,1). Poglejmo Se robni tocki:

cx=—1~ Z(—l)”(n + 1) = vrsta divergira pri x = —1,
n=1
cx =1~ Z(n + 1) = oo = vrsta divergira pri = 1.
n=1

Opomba: Od tod sklepamo, da vsota vrste doloc¢a zvezno funkcijo na intervalu (—1,1).
Da se pokazati, da vrsta na intervalu (—1, 1) konvergira k funkciji f(z) = ﬁ V tem

smislu je funkcija f(z) = ﬁ razsiritev vsote poten¢ne vrste na interval (—1,1), dana
potencna vrsta pa predstavlja razvoj te funkcije v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.
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Interval konvergence vrste
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(b) ﬁi

Sedaj imamo potencno vrsto s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u in s koeficienti a,, = %

Sledi
L i /] = lim (/S = Tim S =0
R_ 111 Qp —n1_>m n 111 = U.

n—00 00 n n—oo n
V tem primeru je konvergenc¢ni polmer vrste enak R = 0o, kar pomeni, da vrsta konvergira
za vsa realna Stevila. Funkcijam, ki so enake vsoti kaksne potencne vrste na celi realni
osi, recemo cele funkcije. Najbolj znani primeri taksnih funkcij so polinomi, eksponentne

funkcije in pa sinus ter kosinus.
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V tem primeru imamo opravka s potencno vrsto, ki ima neskoncéno nicelnih koeficientov.
Velja namrec ay, = ﬁ in as,41 = 0. V taksnih primerih moramo ponavadi za izrac¢un
konvergencnega polmera uporabiti bolj splosno formulo

1 1 1 1
i hgi solip Vlan| = hgi solip 1/ = hfznj;ip \/_ =5

Vidimo, da vrsta konvergira na intervalu I = (—2,2). V robnih toc¢kah pa velja:

T = Z = o0 = vrsta divergira pri x = £2.



