Analiza 2
Resitve 11. sklopa nalog

Fourierova vrsta

(1) Razvij naslednji funkciji v Fourierovo vrsto na intervalu [—n, 7]:

(a) f(z) =,
(b) f(z) = |zl

Resitev: Vsaki integrabilni funkciji f na intervalu [—m, 7| lahko priredimo Fourierovo vrsto

S(x) = % + Z (a,, cos(nx) + by, sin(nz)),

n=1

kjer so koeficienti doloceni z integrali:

ag = %/:f(x)dm,
ap = %/: f(x) cos(nz) dz,
b, = %/: f(x)sin(nx) dx.

Ce je funkcija f odvedljiva v tocki , potem vrsta S(z) konvergira k f(z). Ce pa ima f v
tocki z limito levega in desnega odvoda ter levo in desno limito, pa vrsta S(z) konvergira
k povprecni vrednosti leve in desne limite funkcije f v tocki x.

(a) Funkcija f(x) = « je liha, zato so vsi koeficienti a,, enaki ni¢. Koeficienti pri sinusih
pa so enaki:

1 [" 1 1 ™ 1 ["
b, = —/ xsin(nz)dr = — (——x cos(nx)| + ﬁ/ cos(nx) dx) :

™ -7

1 2 1 . m
= (—7 cos(nm) + = sin(nx) 7T) ,
_ 2(_1)n+1
pr— T.

Ker je funkcija f(z) = = odvedljiva, za vsak z € (—m, 1) velja

= 2(—1)"+t _ sin(2z)  sin(3z)  sin(4w
sz%sm(nx}zQ(smx— (2 >+ é ) _ El )+)

n=1

V robnih tockah intervala (—m,7) Fourierova vrsta konvergira k povpreéni vrednosti
funkcije f teh tockah, ki pa je enaka nic.

Zaradi oblike grafa 2m-periodicno razsiritev funkcije f(z) = z z intervala (—m,7) na R
ponavadi imenujemo zagasti val. Na sliki je prikazan graf periodi¢ne razsiritve funkcije f
in pa aproksimaciji s kon¢nima trigonometri¢nima polinomoma za n =5 in n = 10.



Pri razvoju v Fourierovo vrsto dano funkcijo zapiSemo kot vsoto harmoni¢nih funkcij
z razlicnimi frekvencami (ki so vse celostevilski veckratniki osnovne frekvence). Vsoto
kosinusa in sinusa z isto frekvenco lahko zapisemo tudi v obliki

A, cos(nx — d,) = a, cos(nx) + by, sin(nzx),

kjer je A, = y/a2 + b2, medtem ko 4, ustreza polarnemu kotu tocke (a,,b,) € R% Ce
definiramo se Ay = %, velja

S(x) = Ag+ Z A, cos(nz — d,).

n=1

Stevilo A,, interpretiramo kot amplitudo, stevilo 8, pa kot fazni zamik n-te harmonicne
komponente dane funkcije. Spekter periodi¢ne funkcije ponazorimo z grafom zaporedja
(An). Po Riemann-Lebesguovi lemi konvergira zaporedje (A,,) proti ni¢, zato so pri analizi
funkcij pomembne predvsem nizke frekvence.

Poglejmo si spekter zagastega vala.

An

20 L]

(b) Tokrat je funkcija f(x) = |z| soda, zato so vsi koeficienti b,, enaki ni¢. Ra¢unajmo:

1 [" 2 [T 2 227
ay = — flz)dx = — rdr=2% =,
T J)_, T Jo w2l =
1 [" 2 [T
a, = — () cos(nx)dr = — | zcos(nz)dx,
T ) x T Jo
2 (1 ™ 1 [T
=— (—x sin(nx)| — —/ sin(nx) dx) :
T \n o nJy
2 s
= %cos(nx) .
2
=—((-1)" =1
S (=" =1)

Za vsak x € (—m, ) sedaj dobimo enakost

ol = 243 o (1) — 1) cos(nr) =

NN

4 n cos(3x) N cos(bx) n
— — | cosz e
7r 9 25

n=1




Funkcija f(x) = |z| sicer ni odvedljiva v tocki = 0, vendar pa ima tam levi in desni
odvod, kar je 8e vedno zadostni pogoj za konvergenco. Ker je f(—m) = f(7), enakost velja
tudi v robnih tockah intervala. Poglejmo si Se aproksimacijo periodi¢ne razsiritve funkcije
f(z) = |z|, ki ji re¢emo trikotni val, s polinomom Sj in pa spekter funkcije f:

Vidimo, da imamo tokrat zelo dobro aproksimacijo ze za n = b:

] T 4 N cos(3x) N cos(bx)
z|~ - ——(cosz :
2 9 25

Opomba: Podobno lahko razvijemo v Fourierovo vrsto tudi integrabilno funkcijo, ki je
definirana na intervalu [a,b]. Ce oznacimo L =b—a in w = 2%, je

50 + ; an cos(nwzx) + by, sin(nwz)) ,

kjer so koeficienti doloceni z integrali:

o

2
ap = z/a f(z)dx,
2 b
a, = Z/ f(z) cos(nwz) dz,
)
b, = z/ f(z) sin(nwx) dz.
[
1 0<z <,
(2) Dana je funkcija f(z)=¢ 0 ; x=0,
-1 ; —7<2<0.

(a) Razvij funkcijo f v kompleksno obliko Fourierove vrste na intervalu [—m, 7.

(b) Razvij funkcijo f v realno obliko Fourierove vrste na intervalu [—m, 7).

Regitev: Fourierovo vrsto funkcije f na [—m, ] lahko predstavimo v kompleksni obliki

o0



kjer je
1 [ ,

k= —/ f(z)e ™ dg.
2 J .

(a) Racunajmo:

1 ™
cozﬂ/ﬂf(x)dx:
1 " —ikx 1 ° —ikx " —ikx
ck:%/ﬂf(x)e dx:%<—/ﬂe dx—l—/oe d:L‘),

o 1 1 —ik’xo 1 —ikac7r

1 1 . 1 .
- — == ikm\ _ _— (,—tkm 1
o (ik< ) = e )) ’

)l

1o

1
_ ik (2-2(-1)%),
= E((—l)k —1).

Torej za vsak = € (—m, ) velja

f@) = 30 (1) - e

k0

Periodicno razsiritev funkcije f na realna stevila imenujemo kvadratni val. Poglejmo si
aproksimaciji kvadratnega vala s trigonometri¢nima polinomoma za n =5 in n = 10.
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V kompleksni obliki predstavimo spekter periodi¢ne funkcije z grafom zaporedja |cg]|.
Spekter realne funkcije je simetricen glede na ordinatno os, kvadratni val pa ima spekter

naslednje oblike.




(b) Med koeficienti Fourierove vrste v realni in v kompleksni obliki veljajo naslednje zveze:

Qo
Co = 57
1
Cn = §(an —iby,),
a, = 2Re(cy),
b, = —21Im(c,),

zan > 0. Od tod dobimo ag = a,, =0, b, = =(1 — (=1)") in

f: 2 (1~ (~1)") sin(nz) = (Sinx + Sinfz) L CLI > .

SN

n7r 5
n=1

(3) Dana je funkcija chz = <.

(a) S pomocjo razvoja funkcije ch v Fourierovo vrsto pokazi, da za vsak x € [—m, 7] velja

hy = — e
A= 1 r2

k=—o00

(b) Izracunaj vsoto

1
;1—1—712'

Regitev: (a) Razvijmo najprej funkcijo ch v kompleksno obliko Fourierove vrste na [—, 7]:

1 [" 1 ™ 1 h
=5 chxda::%shm _ﬂ_:%(sh’ﬂ—sh(—ﬂ)):STﬂ-,
Cp = i ! ch ze ™ dg = i ' ( (—ik)z 4 o(= 1_““)”3) dx
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T 1+k*



. P . ee . . T __,—x - .
Rezultat smo izrazili s hiperbolicnim sinusom shx = £=*—. Formula za splosen £ je

veljavna tudi v primeru k = 0, zato je

sh - (_1)k ikx
chx = - Z 1+k2€

k=—o00

za vse x € [—m,m|. Za x € (—m, ) to sledi iz odvedljivosti funkcije ch, za robni tocki pa
iz dejstva, da je funkcija ch soda in ima na robovih limito in limito odvoda.

|yl

x\i

(b) Vstavimo z = 7 v Fourierov razvoj. Dobimo

sh7 1 shm > 1
hr = — =—|14+2 )
an T 1+ k2 T ( + Zl—l—rﬂ)

k=—o0

Od tod sledi

i 1 _7TCth7T—1
14+n2 2 '

n=1

Razvij naslednje funkcije v Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7l:

(a) f(z) =sinz + 0.1sin 5z,
(b) f(z) =sinzcosz,

(c) f(x) = cos®z.

Resitev: Te funkcije lahko razvijemo v Fourierovo vrsto s pomocjo integracije kot pri
ostalih primerih. V¢asih pa je lahko koeficiente razvoja kar uganemo, ¢e predpis za funkcijo
zapiSemo v ustrezni obliki.

(a) Funkcija f(x) = sinz + 0.1sin5z je ze razvita v Fourierovo vrsto, edina nenicelna
koeficienta pa sta by = 1 in b5 = 0.1.




(b) Za razvoj funkcije f(x) = sin x cos x bomo uporabili adicijski izrek za sinusno funkcijo
sinx cosx = 3 sin 2.

Torej je by = % edini nenicelni koeficient.

(c¢) Tokrat bomo uporabili adicijski izrek za kosinusno funkcijo

cos’x = — + — cos 2.

2 2

Torej je ag =1, as = %, ostali koeficienti pa so enaki 0.

[]

(5) Dana je funkcija f(z) = 2% na intervalu [0, L] za nek L > 0. Razvij funkcijo f v Fourierovo
sinusno in kosinusno vrsto.

Regitev: Naj bo f integrabilna funkcija na intervalu [0, L]. Poleg obic¢ajnega razvoja
funkcije f po sinusih in kosinusih hkrati, lahko funkcijo f razvijemo tudi samo po si-
nusih ali pa samo po kosinusih. Vendar pa moramo pri tem za osnovno frekvenco vzeti
polovicno vrednost osnovne frekvence pri obicajni Fourierovi vrsti. Torej je w = .
Fourierova sinusna vrsta:

- Ss(x) = Z by, sin(nwz),
n=1

by, = %/OL f(z) sin(nwx) du.



Fourierova kosinusna vrsta:

- Se(z) = % + i ap, cos(nwx),
n=1
L
cag = %/0 f(z)dz,
L
CQy = %/0 f(z) cos(nwzx) dx.

Ce razvijamo po sinusih, lahko dobljeno vrsto smatramo kot liho periodiéno razsiritev
dane funkcije, ¢e pa po kosinusih, pa kot sodo periodi¢no razsiritev.

Poglejmo najprej skico aproksimacije lihe periodi¢ne razsiritve funkcije f v primeru L = 1.

\ . S
: el IS
R b .- >
B 2 N 1 2 i
I .~ \ "~ \ /'/ '
L L \
; ' \

Koeficienti Fourierove sinusne vrste funkcije f so

b —2/L % sin(nwr) d 2 2 cos( )‘L—ir 2/L cos(nwz) d
"= Om n(nwr)dr =+ ——z nwe)| 4 Ox nwx)dx |,
2 ) 1. L 1 [t
=— | -L(-1)"+2|—=x sm(nwm)‘ - — sin(nwz)dz | |,
nm nw o nw.
2 2 [* 2 2 L
_ = L2 -1 n+l _/ : d _ = L2 -1 n+1 e ’
- ( (—1) o ) sin(nwz) dx - (—=1)" + R cos(nw) )
2 212
= = (L2(-D)""+ == ((-1)"=1)).
2 (zeys 2 e -n)
Sledi

n2m2

S, (x) = i % (L2(—1>”+1 L2 1)) sin (?)

Razvijmo sedaj funkcijo f Se v Fourierovo kosinusno vrsto
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(—%x cos(nw)
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Tako dobimo Fourierovo kosinusno vrsto funkcije f

Se(z) =

L? K A4L*(—-1)" nwx
- + 0 ( >

3 n2m? L




