Mnozice!

Mnozica je zdruzitev dolo¢enih razli¢nih objektov v neko skupino
ali zbirko. Te objekte imenujemo elementi mnozice.

[zjavo "a je element mnozZice A" zapisemo a € A. Podobnoa € A
pomeni "a ni element mnoZice A”.

Mnozica je lahko podana z
e nasStevanjem, recimo A = {a,b,e, f,...}

e izjavno formulo, recimo A = {z; ¢(x)}. Pri tem je ¢(x)
izjavna formula, ki ne vsebuje prostih nastopov spremenljivk,
razen x.

Zgledi: Obravnavajmo naslednje mnozice
o {wma#uak
o {rvixecZANIy: (yeZhex=2y)};

e {r;x=0Vex=1Ve=2}

Russellova mnozica:

R=A{x,z &z}

!(zadnji update 20. novembra)



Enakost, inkluzija in stroga inkluzija

Definirajmo enakost, inkluzijo ter strogo inkluzijo mnozic:

A=B & Vrx:(reA&sxeB)
ACB & Vx:(reA=uz€DB)
ACB & ACBANA#B

Ce velija A C B, reéemo, da je A podmnozica mnozice B. Ce
pa velja A C B, recemo, da je A prava podmnozica mnozice
B.

Trditev 1 Velja
A=B & ACBABCA.
Dokaz. Izpeljavo naredimo takole:
A=B & Vr:(re A< xeB)
& Ve:(x€eA=zeB)AVr:(xr e B=>x¢€ A
& ACB AN BCA



Osnovne operacije z mnozicami

Unija AUB={x;x€ AVzx e B}
Presek ANB={z;x€ ANz € B}

Razlika A\B={x;z€ ANz ¢ B}
Lastnosti osnovnih operacij:

e idempotentnost: AUA=A
ANA=A

e komutativnost: AUB = BUA
ANB = BNA

e asociativnost: (AUB)UC = AU(BUC)
(ANB)NC = An(BNC)

N——

e absorpcija: AU(ANB) = A
AN(AUB) = A

e distributivnost: AN(BUC) = (AN B)U
AU(BNnC) = (AUB)N



Lastnosti z inkluzijo:

1. AnB C A C AUB
2. ACB = AuUuC C BucC
3. ACB = AnNnC C BnC



Prazna mnozica in univerzalna mnozica

Prazna mnozica je mnozica, ki ne vsebuje nobenega elementa;
oznacimo jo z (.

Z.gledi:

o {0}#0
o {0} # {0}

Pri uporabah teorije mnozic nas ponavadi zanimajo elementi ter
podmnozice neke izbrane oz. vnaprej dolocene mnozice S. Tej
mnozici recemo univerzalna mnozica.

Lastnosti: Naj bo A poljubna mnozica. Potem velja

1. )CACS

2. PUA=A in ONA=0

3. SUA=S8S in SNA=A4
4. A\P=A in A\S=0

Mnozici A, B sta disjunktni, ¢e je AN B = 0.

Zgled: Prazna mnozica () je disjunktna z vsako mnozico. Uni-
verzalna mnozica S je disjunktna samo s prazno.



Komplement mnozic

Komplement mnozice definiramo kot:

A= S\ A

Lastnosti:
1. (A=A
2. AUA=S in ANA°=0
3. De Morganova zakona:

(ANB)=A°UB° in (AUB)"=A°NB°
4. A\ B=ANB
5. =8 in 8=
6. ACB <« B°CA"
7. ANB=0) & ACDB° & BCA“



Vsota mnozic

Vsoto oz. simetricno razliko mnozic definiramo takole:

A+B = (A\B)U (B\A)
Lastnosti:
1. A+B=(AUB)\ (ANB)
2. A+0=A
3. A+A=10
4. A4+ A=S
b A+B=B+ A
6. (A+B)+C=A+(B+C)
7. A+B=0 < A=B
8. AnB=(0 < A+B=AUB
9. (A+B)NnC = (AnC)+(BnC)



Lastnost 6 nam zagotovi, da lahko vsoto posplosimo takole:

Al+ A+ -4+ A, = (- ((AA+A)+A3)+---+ A))

Vprasanje 1 Naj bodo Ay, A, ..., A, mnoZice. Poisci potreben
in zadosten pogoj, da bi bil nek element x wvsebovan v wvsoti
Al +As+---+ A7

Naloga 1 Dokazi 9. lastnost!



Enacbe z mnozicami

Zgled: Kdaj so enache resljive:

1. XUA=B5;
2. XNA=B;
3. X+A=05;

Zgled: Poisci vse resitve sistema enacbh
XUA = B
XNA =C

kjer so A, B, C dane mnozice. Kdaj je sistem resljiv?



Postopek za resevanje sistema enacb z neznano mnozico

Zgled: Poiscéi vse resitve sistema enacbh
ANX = B\ X
CUX = X\ A

kjer so A, B, C dane mnozice. Kdaj je sistem resljiv?

Korak 1. Vse c¢lene prenesemo na levo stran enacb z uporabo
ekvivalence:

P=Q =N P+Q=1(
0z. vsakt enacbi na obeh straneh pristejemo njeno desno stran.

Torej,

ANX + B\ X =0
CUX + X\A =10

Korak 2. Vse enacbe zdruzimo v eno samo z uporabo ekviva-
lence

P=0 in Q=0 & PUQ=10.
Pri nasem zgledu je to:

(ANX+B\X)U(CUX+X\A) =10.
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Korak 3. Vse operacije izrazimo z U, N, ©:

P\Q = PNQ°
P+Q = (PNQIU(QN P

Z uporabo de Morganovih zakonov in distributivnost: levo stran
enacbe zapisemo v obliki unije presekov danih mnozic, neznane
mnozice ter njihovih komplementov (“DNO”).

Pri nasem zgledu dobimo,
(ANXN(BNXY) U (BNX‘N(ANX)) U
(CUX)N(XNA)) U (XNANCUX)) =0

in od tukaj

(ANXN(BUX)) U (BNXN(A“UXY) U
(CUX)N(XUA)) U (XNANCNX) =10.

Uporabimo absorpcijo ter druge zakone, da poenostavimo takole:

(ANX)UBNXHIUCNXYU(CNA=0.
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Korak 4. Vsak presek oblike PN\ PyN--- P, kjer so P; znane
mnozice ali njthovi komplementi, nadomestimo s

(PNPN---PNnX)UP NPN---P,NX.
S tem dosezemo, da v vsakem preseku nastopa bodisi X bodisi

X°.

V nasem primeru dobimo
(ANX)U(BNXHIUCNXIU(CNANX)U(CNANXE) =0,
s pomocjo absorpcije pa poenostavimo

(ANX)U(BNXHYU(CNX° =0.

Korak 5. Izpostavimo X in X¢ in s tem enacbo prevedemo v
obliko:

(PNX)U(@Q@NX)=1.
Od tod hitro dobimo:
(PNX)U@NX) =0 & PNnX=01m QNnX°=0
- QCcXxcpre

Torej resitev obstaja le, ée je QQ C P¢ oziroma QNP =1).
V nasem primeru dobimo

(ANX)U((BUCO)N X = 0.

Odgovor: Nas sistem ima resitev natanko tedaj, ko je AN(BUC) =
(. Tedaj je resitev vsaka mnozica X, za katero velja:

BUC C X C A-
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Poten¢na mnozica

Potencéna mnozica dane mnozice A je

PA)={X; X C A}

Z.gledi:
o P(a,bc})={0{a},{b}.{c} . {a,b} . {a,c} . {b,c} {a,b,c}}
o P(0)={0}

o P(PO)=1{0,{0}}

Naloga 2 Izracunaj P3(0). Koliko elementov ima mnoZica

Po(0)?

Za potencno mnozico velja:

o PA)NPB)
e PAAUP(B)CPAUB)

P(AN B)

e ACB=P(A) CP(B)
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Druzine mnozic

Najbo M = {A, B,C, ...} druzina mnozic. Pojem unija in pre-
sek lahko razsirimo na druzine mnozic takole:

Unija druzine M je
U Y={z;F¥ e M.z €Y}
YeM

Presek druzine M je

ﬂ Y={z;VWWYeM:zeY}
YeM

Vcasih uporabimo okrajsavo

UM:UY in ﬂ./\/l:ﬂY
YeM YeM

Pogosto uporabljamo indeksno obliko. Naj bo Z indeksna mnozica
ter

Potem je

UM=JA in nM=()4.

€1 €1
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Zgled:

1€N 1€N

Veljata posploseni distributivnosti:

BN (UAZ-) -~ U(BmAZ-)

<A

n

BU (ﬂAZ) — ﬂ(BuAZ-).

<
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Pokritja in razbitja

Druzina podmnozic M = {A;;i € Z} mnozice A je pokritje
mnozice A, e je

A = ] A

ieT
Druzina podmnozic M = {A;; i € T} mnozice A je razbitje oz.
particija mnozice A, ¢e velja:

1. M je pokritje mnozice A
2. elementi iz M so neprazni ;

3. elementi iz M so paroma disjunktni, tj. A; N A; = 0 za
poljubna dva indeksa 7, 7 € Z.
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Urejeni pari in n-terice

Vemo, da je 2-elementna mnozica {x, y} neurejen par, tj. {x,y} =

{y,x}.

Urejeni par s 1. komponento z ter 2. komponento y definiramo

takole:
(z,y) = {{=z,y}. {z}}

Trditev 2 (Osnovna lastnost urejenih parov) Velja:
(z,y) =(u,v) & z=uAy=v
Dokaz.

Urejeno n-terico definiramo takole

(ala az, g, . . ., an) — ( e <(a17 a?): a3)7 SR an)
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Kartezicni produkt

Kartezicni produkt dveh mnozic podamo na naslednji nacin:

Ax B=A{(a,b);a€ Ainb € B}

Zgled:

Lastnosti:

1. Kartezi¢ni produkt z unijo:
Ax (BUC) = (AxB)U(AxC(C)
(BUC)x A = (BxA)U(CxA)

2. Kartezi¢ni produkt s presekom:
Ax (BNC) = (AxB)Nn(AxC)
(BNC)x A= (BxA)N(CxA)
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3.(ANB)x (CND)=(AxC)N (B x D)

4. A=0Vv B=0 < AxB=1{

5b0ACCNBCD = AxBCUCOxD

6,AxB CCxDANAxB#0 = ACCANBCD

7. Naj bo A koncna mnozica z n elementi in B konéna mnozica z
m elementi, potem je A x B kon¢na mnozica z n - m elementi.

Kartezicni produkt n mnozic podamo takole:

A1><A2><"'XAn:{<a1,CL2,...,an);CLZ’EAZ'}
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