Relacije

Naj bodo A;, Ao, ..., A, neprazne mnozice ter naj bo R C A; X
Ay x -+ x A,. Potem recemo, da je R n-mestna relacija.

Ce (x1, 29, ...,2,) € R, potem rec¢emo, da so elementi z1, xo, . . ., Ty,
v relaciji R.

Lahko definiramo ter uporabljamo relacijo-predikat

R(xy,x9,...,2,) = (x1,29,...,2,) € R

Z.gledi:

1. Naj bo A = {a,b,c,d} ter R = {(a,b),(b,c),(c,a),(c,d)}.
Potem je R C A x A 2-mestna relacija.

2. 3-mestna relacija-predikat:
S(x,y, z) = x je otrok matere y in oceta z

3. Relaciji < "manjsi” ter < "manjsi ali enak” v R

(<)={(x,y); z,y € Rter z < y}

n

(<) ={(z,y); 2,y € Rter v <y}

4. Relacija deli | v N*, definirana kot:
alb = FkeN :b=k-a

5. Relacija vsebovanost C v P(A).



Dvomestne oz. binarne relacije

Naj bo R € A x B dvomestna relacija. Recemo, da je R relacija
iz mnozice A v mnozico B. Uporabljamo tudi pisavo a Rb, ce

(a,b) € R.

Za A = B recemo, da je R relacija na mnozici A.

Domena oz. definicijsko obmocje relacije R je

Dr={r€ A;Jye B: xRy}

Zaloga vrednosti relacije R je

Rr={ye B;dxr€ A: xRy}

Nekatere znane relacije:
e polnareclacijaTyp=AxX DB
e nicelna relacija ()

e identitetna relacija Iy = {(z,x) :x € A}.



Graf relacije Gp

Naj bo A kon¢na mnozica ter R relacija na A. Relacijo R graficno
predstavimo tako, da:

1. za vsak element a € A izberemo tocko v R?, to tocko kar
polimenujemo a;

2. za vsak par (a,b) € R nariSemo usmerjeno povezavo iz tocke a
do tocke b.

Tako risbo imenujemo graf relacije R ter ga oznacimo z Gg.

Zgled: Najbo A ={a,b,c,d} ter R ={(a,b), (a,c),(b,c),(c, a),
(c,c),(c,d)} € A x A. Graf Gp relacije R je:



Relacijska matrika Mp

Naj bo A konc¢na mnozica ter R relacija na A. Vsakemu elementu
iz A priredimo eno vrstico ter en stolpec matrike Mp tako, da v
preseciscu vrstice a € A ter stolpca b € A zapisemo 1, ce je a R b,
Vv nasprotnem primeru pa zapisemo 0, t].

1 aRb;
Mpla,b] = {O sicer.

Matriko My imenujemo relacijska matrika relacije R.

Zgled: Najbo A ={a,b,c,d} ter R ={(a,b), (a,c),(b,c),(c, a),
(c,c),(c,d)} € A x A. Matrika Mg relacije R je:



Osnovne lastnosti binarnih relacij

1. R jerefleksivna, ce

Vae A:aRa
2. R je simetri¢na, ce:
Va,be A: (aRb=bRa)
3. R je antisimetricna, ce:
Va,be A:(aRb N bRa = a =)

4. R je tranzitivna, ce:

Va,b,ce A: (aRb N bRc = aRc)

Naloga 1 Naj bo A neprazna mnozica. Ugotow, katere od zgor-
njth lastnosti imata naslednji relaciyi:

e relacija 1y,

e relacija C na P(A).



Druge lastnosti binarnih relacij

1. R jeirefleksivna, ce
Vae A:—aRa

2. R je asimetric¢na, ce:

Va,be A:(aRb= —-bRa)
3. R jeitranzitivna, ce:

Va,b,ce A:(aRbin bRc = —aRc)
4. R je sovisna, ¢e
Va,be A:(a#b=aRb V bRa)

5. R je strogo sovisna, ce

Va,be A:(aRb V bRa)
6. R je enolicna, ce

Va,b,ce A: (aRb N aRc = b=c)

Naloga 2 Za relaciyi < ter < na R ugotovi, katere od zgornjih
lastnosti veljajo.



Operacije na relacijah

Naj bosta R, S relacijiiz Av B. Ker R, S C A x B, lahko naravno
definiramo unijo, presek, razliko in simetricno razliko na
relacijah R in S:

RUS RNS R\ S R+S

Velja:
rRUSy << xRyVzSy
rRNSy < xRy ANzSy
rR\Sy < xRyAN xSy
tR+Sy < xRy ® xSy

Komplement oz. dopolnitev:

R = (AxB)\R

Velja:
(R°) = R.



Obratna oz. inverzna relacija R~ C B x A:

R ={(y,z);(z,y) € R}

Produkt relacij R, S C A x A:
R+xS={(x,y);dz€ A:(x,z) ¢ R in (z,y) €S}

Velja:
rRy & xR

rRy & yR'x
rRxSy <& dz:(xRz A 2zSy)



Lastnosti operacij z relacijami

Naj bodo R, S, T relacije na A. Potem veljajo naslednje lastnosti:

L(RY'=R

2. (RUS)t = R'us!
3. (RNS)™t = RFINS!
4. (RxS) ' =81xRp!

5. R+ (SUT) = RxS U RxT
(SUT)«R =S+«RUTxR

6. (RxS)*xT = Rx(S*T)
7R>I<[A == ]A*R: R

8. RCS = R+«xT CSxT in T*xRCT=%S



Algebraicna karakterizacija lastnosti operacij

Naj bo R relacija na A. Potem velja:

1. R jerefleksivnha < I, CR

2. R je irefleksivna < RNIy=10

3. R je simetricna < R=R™!

4. R je antisimetricna < RNR'C Iy

5. R je asimetricna < RNR 1=

6. R je tranzitivha <& R+xRCR

7. R je itranzitivna < R*xRNR =10

8 Rijesovisna < RUR'M'UIZ=AxA
9. R je strogo sovisna < RUR'=AxA

10. R je enolicna < R 'xRC 1y
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Potence relacije

Potence relacije R C A x A definiramo takole:

o RV =1,
‘Rn—H:Rn*R

Velja:
Rn % Rm — Rn+m

QCR = Q"CR"

Grafovski pomen potence

Trditev 1 Velja a R* b natanko takrat, ko v grafu Gy obstaja
sprehod dolzine k iz tocke a v tocko D.

Dokaz.
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Negativne potence definiramo takole:

R™ = (R7Y", zan>0.

Opomba: Ce sta m in n celi stevili razlicnega predznaka, potem
R" % R™ ni nujno enako R"™™,

Zgled: Naj bo A = {a,b,c} in R = {(a,c),(b,c)} T A x A.
Tedaj je R~ = {(c,a), (c,b)}. Dobimo pa

R+ R ' ={(a,a),(a,b),(ba),(b,b)} #1y,.
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Relaciji R in R*
Definiramo relaciji:

R"=RUR*UR’U---

ter
RF=I,URUR’UR’U---

Velja:
rRY"y ~ dn>1:2R"y

ctR'y ~dn>0:2R"y

R* = I4,URT
R™ = R+ R*
R = R'+« R”

Zgled: Najbo A ={a,b,c,d} ter R ={(a,b), (a,c),(b,c),(c, a),
(c,c),(c,d)} €T A x A. Poiscéi R in R*.

13



Vprasanje 1 Kako 1z G konstruiramo grafa Gp+ in G« ?

Zgled: Za relacijo R iz prejsnjega zgleda narisi G p+ in G p+.

Naloga 3 Pokazi:

1. Ce je R tranzitivna relacija, potem R = R™;

2. Ce je R tranzitivna in refleksivna relacija, potem R = R*.

14



Ovojnice relacij

Naj bo R € A x A ter naj bo L neka relacijska lastnost. Relacija
R* je ovojnica relacije R glede na lastnost £, ¢e velja:

(01). RCRF
(02).  R* ima lastnost £

(03).  Ce ima relacija S € A x A lastnost £ ter R C S,
potem R* C S.

Izrek 2 Relacija R™ = I U R je refleksivna ovojnica relacije
R.

Dokaz. Ocitno R C R™ in I C R*™ tj. veljata (O1) in (02).
Pokazimo Se lastnost (O3). Naj bo S refleksivna relacija, ki vse-

buje R, tj. I C Sin R C S. Pokazati moramo, da je R™ C S. To

pa je o¢itno, ker " = TURIn IURC S. []
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Izrek 3 Relacija R®™ := RUR™! je simetriéna ovojnica relacije

R.
Dokaz. Ocitno R C R*™ tj. velja (O1). Pokazimo lastnost (02):
<Rsim>—1 _ (R U R—l)—l _ R—l U (R—l)—l _ R—l UR = Rsim .

Zdaj pa pokazimo Se lastnost (O3). Naj bo S simetricna relacija,
ki vsebuje R, tj. S = S~ 'in R C S. Pokazati moramo, da je
R™ C S Velja R7'C S =8 Toref RUR™' C S od tod pa
R™ C S| kar je bilo treba dokazati. []

Izrek 4 Dokazi, da je R* tranzitivna ovojnica relacije R.

Dokaz. Ker je R C R*, velja (O1). Pokazimo (O2), tj. da je R"

tranzitivna:
RTUR™*R™ = R™*(JUR") = R"*R* = R* R"™xR" = RxR* = R"

iz Cesar sledi, da je RT « R™ C R, to pa je pogoj tranzitivnosti.
Preostane nam se lastnost (O3). Recimo () 2 R in, da je Q)
tranzitivna. Torej Q = Q7 (to smo ze dokazali). Od tod pa

Q=Q" =(RUQ)" 2R
iz cesar sledi, da je RT C Q. ]
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Izrek 5 Dokazi, da je R* tranzitivna wn refleksivna ovojnica
relacije R.

Dokaz. Ker je R C R*, velja (O1). Pokazimo (02), tj. da je R* re-
fleksivna in tranzitivna. Refleksivnost sledi iz I C R, tranzitivnost
paslediiz R* x R* = R".

Preostane nam Se lastnost (O3). Recimo @ 2 R in @) refleksivna
ter tranzitivna. Torej () = Q* (to smo ze dokazali). Od tod pa

Q=Q = (RUQ) D I
iz cesar sledi, da je R* C Q). []

[z prejsnjih stirih izrekov velja:
o Rl = RU I,
o MM = RUR™!
e R = R*" = RUR*UR’U---
o Rrefittrans — pr — [, URUR*UR*U -
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Ekvivalencne relacije

Relacija R € A x A je ekvivalen¢na oz. enakovrednost, ce je
e refleksivna,
e simetricna in

e tranzitivna.
Naj bo R ekvivalencna relacija na A ter naj box € A

o Rx] ={y € A;x Ry} je ekvivalenc¢ni razred z-a;

e A/R ={R|x];x € A} jefaktorska oz. kvocientna mnozica.

Naloga 4 Pokazi, da je = (mod 12) ekvivalencna relacija v Z.
Kateri so ekvivalencni razredi?
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Izrek 6 Relacija R na A je enakovrednost natanko takrat, ko
velja

Dpr=A in R'*R=R.

Dokaz. Recimo, da je R enakovrednost. Potem nam pogoj re-
fleksivnosti 14 C R zagotovi, da je Dp = A. Iz simetricnosti ter
tranzitivosti velja

R=R' in R*CR.

Od tod pa dobimo
R'*R=R+*R=R+x(IUR)=R*xIUR*=R°UR=R.
Zdaj pa pokazimo v drugo smer. Obravnavajmo vse tri lastnosti

posebej.

simetri¢nost: Lastnost pokazemo takole

R'=(R'"«R)'=R'«(RHY'=R'«R=R.

tranzitivnost: Iz pogoja simetri¢nosti R~' = R dobimo,
daje R? = R7!'* R = R, kar nam zagotovi pogoj tranz-
itivnosti R? C R.

refleksivnost: Iz Dy = A sledi, da za vsak x € A, obstaja
y € A tako, da je x Ry. Potem pa iz simetri¢nosti do-
bimo y R x. Od tu pa naprej po tranzitivnosti x R x, kar
je lastnost refleksivnosti.

[]
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Trditev 7 Naj bo R ekvivalencéna relacija na A ter naj bosta
x,y € A. Potem velja

Rlz] = Rly] & xRy

Dokaz. Iz a Ra sledi, da je a € R|a] za vsak a € A. Torej, iz
Rlz| = R|y| sledi, da je y € R|x] in od tod = Ry.

Pokazimo obratno smer. Recimo x Ry. Za poljuben element
a € Rlx] iz y Rz in x Ra po tranzitivnosti dobimo y Ra, tj. a €
Rly]. To pa nam zagotovi R[x] C R|y|. Podobno lahko pokazemo,
da je R[y] C R|x]. Od tod pa dobimo R[z| = R[y|. O

Trditev 8 Naj bo R ekvivalencéna relacija na A ter naj bosta
r,y € A, za katera velja (z,y) € R. Potem R[x] N Rly] = 0.

Dokaz. Recimo da a € R|x]N Rly|. Potem nam  Ra in a Ry po
tranzitivnosti zagotovita, da je x Ry, kar je narobe. []
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Spomnimo se:

B = {Bi, Bs,...,B;} je razbitje oz. particija mnozice A, ce
velja;

. PcB CA

2. BiNB,=0zai#]

3. A=BUByU---UB;.

Izrek 9 Naj bo R ekuvivalencna relacija na A. Potem je fak-
torska mnozica R/A razbitje mnoZice A.

Dokaz. Ocitno za vsak a € A velja Rla] C A, kar je prva lastnost
razbitja. Iz refleksivnosti za vsak a € A velja a Ra in od tod
a € R|a]. Tako dobimo tretjo lastnost razbitja

| =4
XeA/R

Preostane nam pokazati se drugo lastnost, tj., da za poljubna
razlicna R[a] in R[b] velja R[a] N R[b] = (. Iz R[a] # RI[b] po
trditvi 7 sledi, da je (a,b) € R. Od tod pa po trditvi 8 sledi, da je
Rla] N R[b] = 0. ]
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Izrek 10 Najbo B = {Ay, As, ..., A} razbitje mnoZice A, potem
je relacija:

R:{(a,b);ﬂi:aeAi/\bEAi} = UAZ'XAZ'

enakovrednost.

Dokaz. Preverimo posebej vsako od lastnosti enakovrednosti.

refleksivnost:

simetri¢cnost:

tranzitivnost:
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