Delna urejenost

Relacija (M, <) je delna urejenost, ce veljajo naslednje tri last-
nosti:

e refleksivnost: Va e M :a < a
e antisimetricnost: Va,b e M :a<bin b<a = a=2>

e tranzitivnost: Va,b,ce M :a<bin b<c = a=<c

Elementa z,y € M sta primerljiva, ccjexz S yalix <y

Element 0 je najmanjsi v delni urejenosti (M, =), ce

Vee M :0<Lx

Element 1 je najvecji v delni urejenosti (M, <), ¢e

Vee M:x <1

Interval med a,b € M je

la,b] ={x:a < x < b}

Inverz delne urejenosti < ozanéimo z >, tj.

— = j_l



Naloga 1 Naj bo A neprazna mnoica. Pokazi, da je (P(A), C)
delna urejenost.

Naloga 2 Pokazi, da je mnoZica deliteljev D(n) naravnega Stevila
n s relacijo deljivosti | delna urejenost.

Naloga 3 Narisi Hassejev diagram delne urejenosti (P({a, b, c}),
Q).

Naloga 4 Narisi Hassejev diagram delne urejenosti (D(60), |) .



Supremum in Infimum

Najmanjsa zgornja meja sup(a, b) elementov a ter b je element
v € M, za katerega velja:

ea =~vinb=xX;

e Cc za poljuben x € M veljaa <Xz in b < z, potem v < .

Najvecja spodnja meja inf(a,b) elementov a ter b je element
A € M, za katerega velja;

e A\ <ain A\ =XDb;

e Ce za poljuben x € M velja x < ain x < b, potem x < .

Trditev 1 V deln: urejenost naslednje trditve so enakovredne:

a<b <« a=inf(a,b) <&  b=sup(a,b)



Mreze

Relacijska definicija

Def. R Delna urejenost (M, <) je mreza, ce za vsak par a,b € M
obstajata elementa;

o sup{a, b}
e inf{a,b}.

Zgled: Delna urejenost (D(n),|) je mreza ter velja

inf(a,b) = ged(a,b) in  sup(a,b) = lem(a,b).

Zgled: Delna urejenost (P(A), C) je mreza ter velja
nf(X,Y)=XNY in sup(X,Y)=XUY.



Algebrska definicija

Def. A Algebrajska struktura (M, V, A) je mreza, ¢e veljajo nasled-
nje lastnosti:

e idempotentnost: aVa=a
aNa=a

e komutativnost: aVb = bVa
aNb = bAa

e asociativnost: (aVb)Ve = aV(bVc)
(@aAb)ANc = aN(bAc)

e absorpcija: aV (aANb) =
)

a
aN(aVb) = a

Zgled: Izjavni racun ({0,1}, A, V) je mreza.



Zveza med algebrajsko ter relacijsko definicijo
mreze

Velja nasledje:
a=<b <& aVb=b (& aAb=a)

ter
sup{a,b} =aVvb in inf{a,b} =aAb.



Omejenost in komplementarnost

Mreza je omejena, ko v njej obstaja najvecji element 1 in naj-
manjsi element 0:
Va:0<a=<1

oz. ekvivalentno:

OVa=a 1in O0OAa=0
I1Va=1 in 1Aa=na.

Trditev 2 Vsaka koncna mreZa je omejena.

Dokaz.

[]
V omejeni mrezi je element b komplement elementa a, ce velja

aVb=1 1in aANb=0.

Mreza je komplementarna, ce ima vsak element komplement.

Opomba 1 V splosnem ima element lahko ve¢ komplementow.



Homomorfizem mrez

Naj bosta (M, V,A) ter (N, L, M) mrez. Preslikava h : M — N je
homomorfizem mrez, ce Vr,y € M velja

h(zVy)=h(x)Uh(y) in h(xAy)=h(x)Th(y).

Kadar je h bijekcija, potem imamo izomorfizem mrez.

Ce sta M ter N omejeni mrezi potem surjektivni homomrfizem h
ohranja "mejne” elemente:

h(OM) = ON n h(lM) — 1N-

Podmreze

Naj bo (M, V, A) mreza ter N neprazna podmnozica v M tako, da
velja pogoj

Va,be N:aVvVbe N in aANbe N,
potem recemo, da je (N, V,A) podmreza v (M, V, ).



Distributivne mreze

Mreza je distributivna, ce veljata oba distributivna zakona:
(D1) aA(bVe)=(aAb)V(aAc)
(D2) aVv(bAc)=(aVb)A(aVec)

Trditev 3 Ce v mrezi (M, V,\) velja eden od zakonov (D1) in
(D2) potem velja se drugi.

aV(bAc) = (aV(aAc))

Podobno pokazemo, da iz (D2) sledi (D1). ]



Opis distributivnih mrez

Naloga 5 Pokazi da mrezi My in N5 nista distribitivna.

Ms N

Izrek 4 (Birkhoff) Mreza je distributivna natanko takrat ko
ne vsebuje Ms in N5 kot podmreZe.

10



Booleova algebra
Komplementarni distributivni mrezi recemo Booleova algebra.
Trditev 5 V' Booleovi algebri ima vsak element natanko en

komplement.

Dokaz. Recimo da sta b in ¢ komplementa elementa a. Tedaj velja

b=0N1
bA(aVc)
(bAa)V (bAc)

1 .
p—L/\/—\O
Q
<> =
=2
>
N

Komplement elementa a oznacimo z —a.

Booleovo algebro oznacimo z B = (B, V, A, ).

Trditev 6 Naj bo h : By — By surjektivni homomorfizem Booleovi,
algebrah. Potem velja

Vax € By : h(—x) = -h(x).
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Dualnost

Naj bo B = (B, V, A, =) Booleova algebra.
Lahko priredimo novo algebro B* = (B, A, V, 7).
Velja:

eOv Bjelv B

elvBjelv B

oV vEBjAv B

e ANv BjeVv B

Vprasanje 1 Kako dobimo Hassejevega diagrama algebre B* 1z
diargama algebre B?

Opomba 2 Za wvsako trditev T obstaja dualna trditev T*, ki
ja dobimo iz T tako, da zamenjamo V and N. Opazi, da je
D} = D,.
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De Morganova zakona

Trditev 7 V Booleovi algebri veljata De Morganova zakona:
—(aANb)==-aV-b in —(aVb)=-aA-b

Dokaz. Ker sta De Morganova zakona dualna, bo dovolj, ¢e pokazemo
enega. Da bi pokazali prvi zakon bo dovolj, ¢e preverimo naslednji
ZVezl:

(a Ab) A (—aV =b) =0

ter
(aAb)V (maV—b) =1

Prvo zvezo izpeljemo takole:
(a ANb) A (—maV =b) = (aN(bA(—aV —b))
= (aN[(bA—a)V (bA —b)]
= a/ANbA —a
= bA0
= 0.

Zdaj pa se drugo zvezo, pa bo konec dokaza:
(aAb)V (maV =b) = ((aV-a)A(bV —a))V b
= (LA[(bV —a)V —b|
bA—-DVa

1Va
= 1.
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Opis Booleovih algebrah

Naloga 6 Naj bo A mnoZica. Preveri, da je (P(A),U,N) Booleova
algebra. Kako je definiran komplement =X za poljubno mnoZzico

X eP(A)?

Izrek 8 (Stone) Vsaka Booleova algebra je izomorfna Booleovi
algebri (P(A),U,N) za neko mnoZico A.

Vprasanje 2 Ali obstaja Booloeova algebra z 10-mi elementi?
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