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Permutacije

Ponovimo iz DS I:

A - kon¢na mnozica;

S(A) - mnozica vseh permutacij na A;
o - kompozitum oz. produkt funkeij;

Sy =8(A)za A={1,2,...,n}, velja |S,| = n!

Trditev 1 Velja:

e Vsaka permutacija se da (enolicno) razcepiti na produkt
disjunktnih ciklov.

e Vsaka permutacija je bodisi soda ali liha (odvisno od Stevila
transpozicij)

Zgledi: (123)(45) je liha permutacija, (125)(34)(6789) pa je soda
permutacija.



Vemo:
e id je soda permutacija,
o 7 ter ! sta enake parnosti,
e Ce sta C ter Cy disjunktna cikla, potem Cy o Cy = Cy 0 O,

o Ceije C = (a1 as -+ ay,), potem je C™' = (a, ap_1 -+ ay)
1

e Ccjem = CyoCy---Cy disjunktni razcep, potem je 7~
C,oCy---CY

Trditev 2 Naj bo C' cikel dolzine m. Potem je red(C) = m.
Dokaz.

Trditev 3 Naj bo permutacija m kompozitum tujih ciklov dolzZine
mi, Mo, . .., my. Potem je red(m) = lem(my, ma, ..., my).

Dokaz.



Simetricna grupa

Pokazali bomo, da je (S(A), o) grupa. To grupo imenujemo simet-
ricna grupa mnozice A.

Izrek 4 (S(A),o) je grupa.
Dokaz. Pokazemo po vrsti vse lastnosti grupe.

zaprtost: f,g € S(A) potem je fog: A — A. Pokazati se
moramo, da je f o g permutacija, tj. bijekcija.

o Injektivnost funkcije f o g:
(feg)z) = (fog)y)
flg(x)) = flg(y))

(ﬂf ( ) (ker je f injektivna)

g\y
Y

X (ker je g injektivna)

e Surjektivnost funkcije fog: Najbo y € A poljuben. Ker
je f surjektivna, obstaja z € A tako, da je y = f(z). In,
ker je g surjektivna, obstaja x € A tako, da je g(x) = z.
Torej, obstaja tak x, da je (f o g)(z) = f(g(x)) = v.

asoclativnost: Sledi 1z

(fog)oh)(z)) = (fog)(h(z)) = flg(h(z)))

(folgoh))(x)) = f(lgoh)(z)) = flg(h(z)))



enota: Enota je permutacija id : z +— .

inverz: Ce je f : A — A bijekcija, potem vemo, da obstaja
bijektivna funkcija £~ : A — A tako, da velja:

) =2 i f(f @) =
To pa je enakovredno pogoju za obstoj inverza v grupi:
flof=id in fof!t=id
[]

Permutacijska grupa je vsaka podgrupa I' grupe S(A). Recemo
tudi da ' deluje na mnozico A.

Opomba 1 S, ni Abelova (tj. komutativna) za n > 3. Velja:
(12)(23) = (123) # (132) = (23)(12).

Zgled: S; = {id, (123), (132), (1)(23), (2)(13), (12)(3)}

Az = {id, (123), (132)} je podgrupa v S3. Velja se vec, As je
edinka v Ss.

Trditev 5 S5 je najmanjsa nekomutativna grupa.



Alternirajoca grupa

Alternirajoca grupa A, je definirana takole

A, ={f €S, | f soda permutacija}

V naslednjem izreku pa pokazemo, da je A,, grupa.

Izrek 6 Za A, ter S, verja naslednje:

(1) A, je podgrupa v Sy;

(2) Indeks grupe S, po podgrupi A, je 2, t.j. |S,: A, =2;
(3) |An| = n!/2.

Dokaz. (1) Ce 7, o sodi, potem 7 o o soda permutacija. Torej je

A,, grupa.

Definirajmo F': A, — S, \ A, takole
P(f)=(12)o f
Ocitno, F' je bijekcija. Zato
|Anl =[S0 \ Ay ter |S,] = |An] + Sk \ An| = 2| A4
Od tod sledita (2) in (3). ]

Posledica 7 Alternirajoca grupa A, je podgrupa edinka v simet-
TiCNne grupi S,.

Dokaz. Po prejsnjem izreku, je A, podgupa v .S, z [S, : A,] = 2.
Potem dokaz sledi takoj.



Cayleyjev izrek

Izrek 8 Vsaka grupa je izomorfna neki permutacijski grups.
Dokaz. Naj bo (G, x) grupa. Za vsak element a € G definiramo
fo : G — G z predpisom

falz) =ax*x.
Opazimo, da je f, permutacija iz S(G). Naj bo h : G — S(G)
tako, da je h(a) = f,. Trdimo, da je h homomorfizem:

h(ab)(x) = (axb)xx = ax(bxx) = fu(fo(z)) = (h(a) o h(D))(x)

Trdimo, da je h injektivna preslikava:

hia)=hb) = fo=fi=VeeG:axx=bxx=a=">

Torej sledi, da je grupa G izomorfna svoji sliki im(h) v S(G).
Ker pa je im(h) podgrupa iz S(G), je dokaz koncan. ]

Naloga 1 Konstruiraj perutacijsko grupo izomorfno grupi Zo X
Lis.



Grupa automorfizmov grafa

Za dana grafa G in Go, je preslikava h : V(G1) = V(G3) izo-
morfizem, ¢e velja:

e h je bijekcija;
e uv € E(G1) natanko tedaj, ko je h(u)h(v) € E(G,).
V tem primeru, grafa GG1 in G5 sta izomorfna, oznacimo G >~ Gs.

V primeru, ko je graf Gy kar enak grafu G, izomorfizmu grafov
pravimo avtomorfizem.

Za dani graf G graf, naj bo Aut(G) mnozica avtomofizmov grafa

G.

Trditev 9 (Aut(G), o) je grupa.
Dokaz.



Naloga 2 Izracunaj grupo avtomorfizmov za grafe Cs, P3, K,,
Kip, Cy, ...

Velja da vecina grafov ima trivialno grupo automorfizmov.

Naloga 3 Posc¢i najmanjSe drevo s trvialno grupo automor-
fizmov.



Tranzitivni grafi

Graf G je tranzitiven po tockah, ¢e za vsak par tock u,v € V(G)
obstaja avtomorfizem 7 ki preslika u v v, i.e w(u) = v.

Graf G je tranzitiven po povezavah, ¢e za vsak par povezav
e1,eo € V(@) obstaja avtomorfizem 7, ki preslika e; v eg, i.e

m(e1) = es.

Zgled: Primeri tranzitivnih grafov Q)s, C,,, K,, Ps5

Graf K, je tranzitiven po povezavah, ni pa tranzitiven po tockah.

Trditev 10 Ce je graf G tranzitiven po povezavah in ni tran-
zittven po tockah, potem je dvodelen.



Graf H je simitericen, ¢e za poljubne tocke u,v,z,y € V(H)
tako, da uv, xy € E(H) obstaja automorfizem m, ki preslika u v
TNV VY.

Grat H je razdalyno tranzitiven, ce za poljubne tocke u, v, x,y €
V(H) tako, da d(u,v) = d(x,y) obstaja automorfizem m, ki pre-
slika u v inovvy.

Trditev 11 Vsak razdaljno tranzitivni graf je simetricen n
vsak simetricni graf je tranzitiven.
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Cayleyjevi digrafi
Naj bo H grupa ter S C H. Cayleyjev digraf G = Cay(H;S) je
definiran takole:

o V(G)=H

e H(G)={uw|utve S}

Zgledi: Cayleyjevi digrafi (Zg, {1}), (Z¢, {2,3})

Grat je Cayleyjev, ¢e se ga da usmeriti do Cayleyjevega digrafa.

Problem 1 Narisi hiperkocko ()3 kot Cayleyjev graf.
Trditev 12 Vsak Cayleyjev graf je tranzitiven.

Obratno ne velja. Petersenov graf je tranzitiven ni pa Cayleyjev.

11



Orbite in stabilizatorji

Naj grupa G deluje na A. Vpeljemo relacijo ~ na A:

a~bs dneG:mla) =0.

~ je ekvivalencna relacija (velja refleksivnost, simetricnost, tran-
zitivnost). Ekvivalencnim razredom pravimo orbite grupe G v A

Orbita elmenta a € A je
Ga:={be AlIn e G:b=m(a)}

Permutacije, ki preslikajo a v b:

G(a — b) :={m € G|n(a) = b}

Stabilizator elementa a je

G, = G(a — a)

Trditev 13 Graf je tranzitiven natanko takrat, ko ima V(G)
eno orbito (glede Aut(G)).

Pri delovanju Aut(G) na V(G) tocke iz iste orbite ne moremo
lociti.
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Trditev 14 (1) Za vsak element a € A je G, podgrupa v G.
(2) Za m € G(a — b) velja G(a — b) = 7o G,,.
Dokaz. (1) Naj bosta 71, 7 € G,. Dovolj bo ¢e pokazemo
it omy € G.
To pa sledi takole:

(my " o m)(a) = my *(m2(a)) = 7 ' (a) = a

(2) Ce je 0 € G, potem je (w0 0)(a) = w(o(a)) = 7(a) = b.
Torej moo € G(a — b). Od tukaj pa sledi G(a — b) 2 7o G,.
Naj bo 0 € G(a — b). Potem, (17t o0)(a) =71 (o(a)) = 77 1(b) = a.

Torej, 7™t oo € G,. Zatoc =mom oo € Gy, t.j. Gla — b) C mod,.

Velja:
e GG(a — b) odseki za podgrupo Gy;
e Ce b € Ga, potem
Gla = b)] = |Gal,
tj. vsi odseki imajo isto moc;

e Ce b ¢ Ga, potem |G(a — b)| = 0.
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Trditev 15 Za vsak a € A velja
|G| = |G| - |Gal.
Dokaz. Vpeljem relacijo R, € G x A s predpisom:

R, = {(m,b)|n(a) = b}.

Velja,
|Ra| = |G|
Definirajmo,
Ry(m) = {blm(a) = b} in R, (b) = {r|m(a) = b}
Potem je
R,(7) = {n(a)} in R, '(b) = G(a — b)
zato
[Ra(m)] =1 in |R;(b)] = |G(a — b)].
Ker velja,
Z | Ro(m)| = |Ra| = Z |R;1(b)|
TeG TeG
dobimo

Gl =Y |1Gla—=b) =Y |Gla—=b)|+ Y |Gla—b)

beG beGa b¢Ga
D [Gal + >0 =Gl |Gal.
beGa b¢Ga

14



Zanima nas na koliko orbit razpade mnozica A glede na grupo G,
t.j. |[A/ ~ | stevilo ekvivalenénih razredov relacije ~. Oznacimo
to stevilo z N(A, G).

Fiksne tocke permutacije 7:

F(r)={a€ A|m(a) =a}
Izrek 16 (Burnside 1897, Frobenius 1887) Stevilo orbit je

Teld

Dokaz. Podobno kot prej definiramo R C G X A s predpisom:

R ={(m,a)|r(a) = a}.
Velja,
R(m) = {a|n(a) = a} = F(x)

n

R,'(a) = {r|n(a) = a}.
SIE@) =Y [Gal. (1)

TelG acA

Tako dobimo

Pogledamo desno stran:

ZaeA |Ga‘ - ZGaeA/N ZbeGa ‘Gb‘

- ZGaeA/N ZbeGa ‘Ga‘
= 2 cacaj~ |Gal - |Ga| = |G| - N(A, G)

Upostevajmo (1) in dobimo:

1
N(A,G>=@-2;| ,G| ST F()

melG
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Naloga 4 Na mizi za 6 oseb sedijo 4 moski in 2 Zenski. Na
koliko nacinov se lahko posedejo za mizo, ce so enakovredni
vst nacint, ki jith dobimo z zrcaljenje cez obe 0si?

Resitev: Grupa, ki opisuje enakovrednost je
G ={id,z,y, xy}.

Al = (g) = 15 moznosti kam razporedimo Zenski. [s¢emo Stevilo
orbit N(A, G). Odgovor je 6, e pa osebe lo¢imo potem je odgovor

6! _
6 = 180.
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Cikli¢cni indeks permutacijske grupe

Naj ima permutacija w € .S, v zapisu k; ciklov dolzine 7, za 1 =
1,...,n. Potem pravimo, da ima 7 ctklicno strukturo

(k1, ko, .o kp).

Velja
l-ki+2-ko+3-ks+---+n-k,=n.

Zgled: Permutacija (123)(45)(56)(7)(89) ima cikliéno strukturo
(1,3,2,0,0,0,0,0,0).

Vsaki permutaciji 7 s ciklicno strukturo (kq,...,k,) priredimo
polinom

2(m) = a2 g

Polinom

1
Z(G;le,QjQ,,..,,I‘n):@'ZZ(W>

imenujemo ciklicni indeks grupe G.

Okrajsava Z(G) = Z(G;x1,x9, ..., Ty).

17



Naloga 5 Izracunaj ciklicni indeks grupe iz prejsne naloge.

Resitev: id = (1)(2)(3)(4)(5)(6) torej 2(id) =
= (16)(25)(34) torej 2(z) = 23
y = (13)(2)(46)(5) torej 2(y) = zjz3
zy = (14)(25)(36) torej z(zy) = 23
Torej,

2(G) =

: (:1:61S + 2:13‘;’ + x%az%)

H~ | —

Naloga 6 Izracunaj Z(Ay).

Resitev: Sestavimo tabelo elementov grupe Ay in njihovih ci-
kliénih struktur:

H T ‘ cikl. strukt. ‘ z(m) H

id (4,0,0,0) | z*
(12)(34) | (0,2,0,0) | w2°
(13)(24) | (0,2,0,0) | w29
(14)(23) | (0,2,0,0) | 22
(123) (1,0,1,0) | 2123
(132) (1,0, 1,0) Tr1x3
(124) (1,0,1,0) | 2123
(142) (1, 0, 1, 0) Tr1x3
(134) (1, 0, 1, 0) r1x3
(143) (1, 0, 1, 0) Tr1x3
(234) (1, 0, 1, 0) T1x3
(243) (1,0,1,0) | 123

Torej,
1
Z(Ay) = o (x14 + 319° + 8:1:1:1:3) .
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Trditev 17 Naj bo G podgrupa v S(A), ki vsebuje natanko
tiste permutacije mnozice A, ki ohranjajo posamezne mnozice
nekega razbitja A = A1 U Ay U---U A, mnoZice A. Potem,

2(G) = Z(5(A1)) Z(5(Az)) -+ Z(S(Ap)).

Naloga 7 Izracunaj ciklicni indeks grupe avtomorfizmov grafa
Ko 3 pri njenem delovanju na

(a) tockah grafa;
(b) povezavah grafa.

Resitev: (a) Grupo avtomorfizmov grafa K, 3 sestavljajo tiste
permutacije, ki ohranjajo obe mnozici dvodelnega razbitja grafa.

Zato je ciklicni G = Aut(Ky 3) pri delovanju na tockah grafa enak
produktu Z(5)Z(S3).

Z(Gr) = Z(53) Z(53)
1 1

= 5(:1:% + o) - 6(3::;’ + 3x129 + 223)

1
B E(l”15 + 3$1$22 + 237121'3 -+ 4513'139’32 + 2x2$3) '
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(b) Naj bo {A, B} ta manjsa biparticija grafa K ;.

Permutacije, ki pribijejo tocki A in B, prispevajo k ciklicnemu
indeksu izraz ;% + 3x1%29% + 223°.

Permutacije, ki tocki A in B zamenjajo, prispevajo izraz xs® +
379° + 2x5.

Ciklicni indeks grupe avtomorfizmov grafa Ky 3 pri delovanju na
povezavah je tako enak

1
Z(Gp) = E(:QG + 31 2x9% + 4o’ + 2x5% + 2:1:6) .
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Cikli¢éni indeks nekaterih grup

e simetricna grupa Sy,:

1
Z(S,) = Z AR PR el
( n) 1a1041!2a2()12! s no‘Zozn! L "
a1+2a9+2a34--=n
e ciklicna grupa C);:
1 n
2(Co) == ), old)za?
dln
e diedrska grupa Do,,:
%(Zdln o(d)zqi + n$1$2%1) ¢e je n liho Stevilo.

Z(Dp) = {

57 ( 2an O(d)gd + Fao7 + Fa1’w92 ™) Ce je n sodo stevilo.

Spomnimo se da je ¢(m) Eulerjeva funkcija in velja:
(m) = {d]|1<d<mindtujzm}

¢(m)
o(ab) = ¢(a) - ¢(b) za a in b tuja
')

G(py 'y p) = (p1— DpP - (pe— D)ps?> e (o — Dpt !
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Geometrijska telesa

® cetverec: |
o (x] + Sx123 + 323)
® osmerec:
6 2 2,2 3 2
TR (2] + 6x{xy + 3xixs + 6xy + 8x3)
e kocka:

TR (2} + 62325 + 925 + 627)
e dvanajsterec:
1
ik (21% + 242322 + 1525 4 20x3)

e dvajseterec:

1
il (230 + 202325 + 1525° + 2473) .
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Izrek Polya in Redfielda

A mnozica elementov, n = |A]
B mnozica barv, m = | B|

c . A — B barvanje, C' mnozica vseh barvanj

Barvanji ¢, co € C sta enakovredn: glede na delovanje grupe G

na mnozici A, ¢e
dreG:cp=corm.

Trditev 18 Enakovrednost barvanj je ekvivalencna relacija.

Naj bo A(ky, ks, ..., ky) Stevilo neenakovrednih baravanj, kjer

je k; elementov pobaravnih z barvo i za vsak i € {1,...,

Stevilom A(k1, ks, . . ., km) priredimo funkeijo

U(A,G,B) = Ak, ka, ... k) U032 - b

Izrek 19 (Poly 1937, Redfield 1927) Naj bo Z(G; xy, . ..

ciklicni indeks premutacijske grupe G nad A, tedaj je
UAG,B)=2Z(G;s1,...,8,),
kjer za vsak 1 € {1,...,n} velja:
s;=bl 4+ by 4D
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Naloga 8 Na koliko razlicnih nacinov lahko z dvema barvama
pobarvamo sedezZe na vrtiljaku s 6 sedezi.

Resitev: Grupa, ki ustreza vrtenjem vrtljaka je Cg.

Velja Z(Cg) = ¢ - (2§ 4 223 + 223 + 2).
Vstavimo 1 = x9 = -+ = x5 = 2 ter dobimo, daj je 14 takih
barvanj.

Naloga 9 Na voljo imamo 5 rdecih, 10 zelenih, 8§ modrih in
7 rumenih kroglic. Koliko razlicnih ogrlic lahko naredimo 1z
njih?

Resitev: Ogrlico lahko vrtimo oz. obrnemo zato deluje diederska
grupa Dgg. Cikliéni indeks te grupe je

1
60

Zdaj ustavimo z; = b + b, + b} + b} ter nas zanima koeficient
pred 263045t ki je

HOEOO-OBEE)

— (2" + 15z 5" 4 1625”4 2030 + 420222 4 4w)) + 8275 + 8w3).
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