Ravninski grafi

10. marec 2008

Naloga iz osnovne Sole: Dane so tri hise ter tri drevesa na
travniku. Povezi vsako hiso z vsakim drevesom s potjo, ne da bi se
poti sekale.

Vprasanje 1 Ali lahko dani graf (recimo Ks 3) narisemo v ravnini
brez kriZanja povezav?

Graf je ravninski, ¢e se ga da narisati v ravnini brez sekanja

LRI

Tako risanje je ravninska vlozitev grafa G.



Z.gledi:

Vlozitev grafa razdeli ravnino na povezane dele, ki jim pravimo lica.
Eno od teh lic je neomejeno in ga imenujemo zunanje lice.

Mnozico lic grafa G' oznacimo z F(G).
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Dolzina lica f je stevilo povezav, ki lezijo na robu lica (pri tem
upostevamo veckratnost) in jo oznac¢imo z [( f).

Z.gledi:

Za poljuben graf velja lema o rokovanju, za ravninske grafe pa poz-
namo Se eno razlicico:

Lema o rokovanju za ravninske grafe. Za vsak ravninsk:

graf G velja
Z I(f) =2|E(G)|.
feF (G

Dokaz. vsaka povezava grafa G' meji na natanko dve lici grafa G. Ce sestejemo dolzine
vseh lic v grafu G, bo torej vsaka povezava Steta natanko dvakrat. Odtod sledi:

>, 1)=21EG)

feF(G



Eulerjeva formula

Izrek 1 (Euler) Ce ima povezan (multi)graf G n wozlisc, e
povezav in f lic, potem velja

n—e+f=2. (1)

Dokaz. 7 indukeijo po stevilu vozlisé n. Ce je n = 1, potem ima graf G eno vozlice,
povezave, Ge so, pa so zanke. Ce je e = 0, potem je f = 1 in (1) drzi. Z vsako dodano
zanko na licu se lice razdeli na dva dela. S tem se poveca sStevilo povezav in Stevilo lic za
1. Torej tudi v tem primeru (1) velja.

Indukcijski korak za n > 1. Ker je G povezan, lahko najdemo povezavo, ki ni
zanka. Ko tako povezavo skréimo, dobimo ravninski graf G’ z n’ vozligéi, m’ povezavami in
f" lici. Skréitev ne spremeni Stevilo lic, zmanjsa pa se Stevilo povezav in vozlisc za 1. Tore]
jen'=n—1,¢ =e—1, f' = finod tod sledin—e+f = n'+1—(e+1)+f = n'—'+ f = 2.0

Z.gledi:



Trditev 2 Naj bo G ravninsk: graf z ) komponentami. Pokazi,
da velja:

V(G| = |EG)] + |[F(G)] =1+ 4.

Dokaz. Ce ima ravninski graf G () komponent, potem z dodanimi {2 — 1 povezavami
GG postane povezan graf, kateremu nismo spremenili Stevilo lic. Torej je Eulerjeva formula
posploSena za ravninske grafe z 2 komponentamin —e+ f=24+Q—-1=Q+ 1.

]

Posledica 3 Vse ravninske viozitve grafa G 1majo enako stevilo
lic.

Dokaz. Tiditev takoj sledi iz Eulerjeve formule.



Trditev 4 Ce je G enostaven ravninski graf z n vozlisci, e
povezavami in [ lict ter z vsaj tremi vozlisci, je

e < 3n — 6.
Ce pa je G brez trikotnikov, potem velja

e < 2n — 4.

Dokaz. Dovolj je pogledati za povezane grafe (drugace pa jim dodamo povezave). Ce
jen > 3, potem vsako lice v enostavnem grafu vsebuje najmanj 3 povezave in tako dobimo
2¢ > 3f. Ce to zdaj upostevamo v Eulerjevi formuli, dobimo e < 3n — 6.

Ce G nima trikotnikov, to pomeni, da imajo lica dolzino vsaj 4. V tem primeru pa velja
2e => 4f in dobimo po Eulerjevi formuli e < 2n — 4.

Vprasanje 2 Za katere grafe imamo enacaj v prvi oz. drug:
neenacbi?



Posledica 5 Grafa K5 in K33 nista ravninska.

Dokaz. 7a Ky imamo e = 10 > 9 = 3n — 6. Ker je graf K33 brez trikotnikov, imamo
e =9 > 8 =2n— 4. Torej imata grafa prevec¢ povezav, da bi bila ravninska.

]

Posledica 6 Enostavni ravninski graf ima tocko stopnje < 5.

Dokaz. Recimo, GG je ravninski graf na n tockah, ki so vse stopnje > 6. Potem velja

6n < Z deg(v) = 2|E(G)| < 6n —12.
veV(G)



Dualni graf

Dualni graf G™ ravninskega grafa GG je ravninski graf, ki ga do-
bimo tako, da:

1. v vsako lice f grafa G dodamo vozlisce f* € V(G*);

2. za vsako povezavo e grafa G, ki loci lici f1 in fy, povezemo
vozliséi f{ in f5 v G* s povezavo e*.

Zgledi: Ky, Q3, K222, K1,



[z same definicije ter zgornjih zgledov opazimo naslednje:
e lice velikosti k£ grafa GG ustreza tocki stopnje k grafa G*;
e tocka stopnje £ grafa G ustreza licu grafa G*;
e povezava grafa G ustreza povezavi grata G*;
e zanka v GG ustreza mostu v G*;
e most v G ustreza zanki v G*;
o cikel grafa G ustreza minimalnemu prerezu grata G*;

e minimalni prerez grafa GG ustreza ciklu grafa G*.



Trditev 7 Naj bo G povezan ravninski graf z v tockami, e po-
vezavami in [ lici. Potem 1ma njegov dualni graf G* [ tock, e
povezav in v lic.

Dokaz. Trditev sledi hitro iz prejsnih opazk.

Problem 1 Naj bo G* dual grafa G. Poisci dual grafa G*.

Resitev:

Opomba: Razlicne vlozitve grafa GG v ravnino lahko dolocajo ra-
zlicne dualne grafe.
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Preverjanje ravninskosti

Graf H je minor grafa GG, ce ga lahko konstruiramo iz nekega
podgrafa grafa G z zaporedjem skrcitev povezav. Pravimo, da je
oraf G skreéljiv na graf H.

Z.gledi:

Graf H je subdivizija grafa GG, ce ga lahko konstruiramo iz grafa
(G, tako da nekatere povezave v G nadomestimo s potmi dolzine 2
all vec.

Zgledi:
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Trditev 8 Ce graf G vsebuje subdivizijo grafa K ali K33, potem
G nt ravninski graf.

Dokaz. Ker K5 in K33 nista ravninska grafa.

]

Trditev 9 Ce graf G vsebuje K5 ali K33 kot minor, potem G
ni ravninsk: graf.

Dokaz. Ker i 5 in K33 nista ravninska grafa.

]

Velja namre¢ tudi obrat, kar sta prva dokazala Kuratowski ter Wag-
ner:

Izrek 10 (Wagner) Graf G je ravninski natanko tedaj, ko ne
vsebuje grafa Ks in Ks3 kot minorja.

Izrek 11 (Kuratowski) Graf G je ravninski natanko tedaj, ko
ne vsebuje subdivizij grafov Ky ali K 3.
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Z.gledi:
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Posledica 12 Obstaja algoritem, ki v linearnem Stevilu korakov
ugotovi ali je dani graf ravninsksi.

Posledica 13 (Stein-Tutte) Vsak 3-povezan ravninski graf ima
ravnocrtno, konveksno vlozitev v ravnino.

Z.gledi:
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Debelina grafa

Najmanjse stevilo ravninskih grafov, iz katerega lahko sestavimo
graf G, je debelina grafa G in jo oznacimo s t(G).

Zgledi:

Velja: t(G) = 1 natanko takrat, ko je G' ravninski.

Opomba: Zanke in vzporedne povezave niso pomembne pri debe-
lini grafa t(G). Zato se omejimo na enostavne grafe.
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Spodnja meja za t(G)

Ni znana formula za t(G). Enostavno pa se da izracunati spodnjo
mejo, ki je zelo pogosto tudi prava.

Izrek 14 Naj bo G enostaven povezan graf z n tockami in m
povezavami. Potem je

(@) 1G) = 55515
(b) Ce je G brez trikotnikov, potem je t(G) > [+2].

Dokaz. (a) Ker ima ravninski graf < 3n — 6 povezav, rabimo vsaj 5 kosov. Trditev
(b) pokazemo podobno.
O

Vprasanje 3 Kaksne spodnje meje nam zagotovi Izrek 14 za

grafe Ks, K33, Po, K.
Odgovor:
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Problem 2 Kaksne spodnje meje nam zagotovi izrek 14 za grafa
Kn; Ka,b-

Resitev:

Formula za t(K, ;) ni znana, za K, pa velja naslednji izrek.

Izrek 15 Debelina polnega grafa K, je dolocena z obrazcem:

HE,) = {L”T”j, zan #9,10:

3, sicer.
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Krizno stevilo

Krizno stevilo cr(G) grafa G je najmanjse mozno stevilo krizanj,
¢e (G nariSemo v ravnini.

Z.gledi:

Velja: cr(G) = 0 natanko takrat, ko je G ravninski.
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Opomba: Ce se dve povezavi sekata ve¢ kot enkrat, se ju da
prestaviti tako, da zmanjsamo stevilo preseciS¢ na eno ali nic.

Trditev 16 Vsak graf se da vedno narisati v ravnine tako, da
se poljubni dve povezavi sekata najvec enkrat.
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Izrek 17 Za polni graf K, velja cr(K,) > %(Z)

Problem 3 Izracunaj cr(Ks).
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