Dodatne vaje iz Izbranih poglavij iz
matematike

(1) Izracunaj kompleksne integrale:

(a) funkcije f(z) = Mne po kroznici |z| < 2,
2
(b) funkcije f(z) = 5 g PO krivulji K s parametrizacijo v(t) = 2 + " za t € [0, 27],
z

(c) funkcije f(z) = sienz po robu kvadrata z ogliséi 1 +¢, —1+4, —1 — ¢ in 1 — 4.
Resitev:
(a) T =0,

— 2mi
(c) I = 2mi.

(2) S pomoc¢jo kompleksne integracije izrac¢unaj naslednja integrala:

2 1
—d
(&) /0 5 3sinz

© 1
b dx.
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Resitev:
()l =7,
(b) I = Y3,

(3) Razvij funkcijo f(z) = x(2? — 72) v Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7].

Resitev:

—_



(4) Poiséi resitev diferencialne enacbe

()

my + ky = Gor + Géar
pri zacetnih pogojih y(0) = 0 in y(0) = 0.
Resitev: Ce oznacimo wy = \/g , je
0 < T,

y(t) = { o sin(wo(t — 7)) ;T <t<2T,
ijJO (sin(wo(t —T)) +sin(wo(t — 27))) ; T <t <2T.
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Na vzmet s koeficientom k& = 1N je pripeta utez z maso m = lkg. Nihanje
vzmeti dusi blazilec s koeﬁcnentom c = lN 5 Na zaetku vzmet miruje v
ravnovesni legi, nato pa jo potisnemo tako, da se zatne premikati s hitrostjo
v =10%. Po kolikSnem Casu se vzmet prvi¢ vrne v ravnovesno lego?

Resitev: T = Q\f”

y

Dana je toplotna enacba = k22 75‘ pri robnih pogOth 2(0,t) = ( ,t) =0
in pri zacetnemu pogoju u( O) = f(x). Pokazi, da lahko re81tev enacbe
zapiSemo v obliki

kjer so (A;) koeficienti, ki jih dobimo pri razvoju funkcije f(x) v Fourierovo
kosinusno vrsto na intervalu [0, 7].

Resi toplotno enacbo @ = k:2 3.2 pri robnih pogojih u(0,t) = u(4,t) = 0 in
pri zacetnem pogoju u(a: 0) = ( ), kjer je
T ; 0<x <1,
fle) = LT 1<e <4
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Resitev:

u(x,t) = i 732 sin (%) e_(%)% sin <@> .

3n?m? 4
n=1
(8) Resi valovno enacbo g%g = 02% pri robnih pogojih u(0,¢) = u(m,t) = 0 in

pri zaGetnih pogojih %(m, 0) = 0 ter u(z,0) = sin? x.

77777777

Resitev:
Z4(=1 4 (=1)") ,
u(z,t) = Z (7r(n3—(4n)) cos(necx) sin(nx).
n=1

(9) Izracunaj Fourierovi transformaciji funkcij:

tos <1,

@r0={§ h)

at ; |t| < b,

(b) g(1) ={ oy

kjer sta a in b pozitivni konstanti.

f® IFHO)

am

Resitev:
(a) F(f)(s) = i27r3 cos(Z;rng; sin(27s) |

. 2mb 97bs) — sin(27h
(b) f(g)(s) =1a 7T SCOS( 7;71-32)82 Sln( T S).



(10) Naj bo funkcija f : R — R definirana s predpisom f(t) = te— ™t
(a) Pokazi, da velja [ 2e~ % gt = %

(b) Izracunaj konvolucijo f x f.

WLfo (Ff)(t)

-2 2 a 4 2 2 4
fu

2

Resitev: (f % f)(t) = e’\? (% . ﬁ).

(11) Dani sta funkciji

sl <z <2,
;e <lalixz>2,

1
0
1 2<z<—1,
0 ;x<—2alix>-1.

Izrac¢unaj konvolucijo f * g.

f(x) g(x)

EH | ) H:E

I—z| 5z <1,

Fra@={ 7 ST

(12) Funkcija f : R — R je definirana s predpisom f(x) = e~ l*l. Izracunaj f « f.

Resitev:

f(x) (F+H)%)
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Resitev: (f * f)(z) = (1 + |z|)e" 1=l



(13) Naj bo F : C3 — C? diskretna Fourierova transformacija za N = 3. Izracunaj
lastne vrednosti preslikave F.

Resitev: \; = ?, Ay = —?, A3 = —?i.
(14) Pokazi, da za diskretno Fourierovo transformacijo F : CN¥ — CV in za vsak
x € CY velja Parsevalova enakost:

N-—1 N—-1
Dzl = N Y |(Fa)al”
n=0 n=0

(15) Za poljubna z € CV in 0 <1 < N — 1 definiramo z; € CV s predpisom
zi[k] = xlk — 1],
kjer je operacija odStevanja definirana modulo N.

(a) Pokazi, da velja ; = 2 % 6 za vsaka 2 € CN in 0 <1< N — 1.
(b) Dokazi pravilo pomika za DFT:

(Fay)[k] = ™ (Fa)[k].



