Izbrana poglavja iz matematike

5. sklop nalog

Fourierova transformacija
(1) Naj bo f : R — R funkcija, definirana s predpisom:

1<,
f(t)_{ 0 ;> L
(a) Izracunaj Fourierovo transformacijo funkcije f.

(b) Izrac¢unaj Fourierovo transformacijo funkcije g(t) = f(Mt) za A > 0.

Resitev: Naj bo f : R — R funkcija, za katero obstaja |

> f(t)| dt. Tipicni predstavniki,
ki jih bomo obravnavali, bodo oblike:

- funkcije, ki so nenic¢elne samo na nekem omejenem intervalu,

. funkcije tipa f(t) = Ce Pl za nek polinom p.

Za vsako taksno funkcijo lahko definiramo njeno Fourierovo transformacijo

F(f)(s):= /_oo f(t)e 2™t qt,

ki je spet funkcija F(f) : R — R. Po Riemann-Lebesgueovi lemi gre funkcija F(f) v
neskonénosti proti ni¢, vendar pa integral [*° |F(f)(s)|ds ne konvergira zmeraj.

Intuitivno si ponavadi predstavljamo, da:

- f predstavlja nek signal v ¢asovni domeni,
- F(f) predstavlja isti signal v frekvencni domeni.

Kadar nas zanimajo lastnosti Fourierove transformacije, pa jo je bolje interpretirati kot
operator, ki slika funkcije v funkcije.

(a) Pri tej nalogi imamo funkecijo, ki je nenicelna na simetricnem intervalu dolzine ena,
kjer zavzame vrednost ena.
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Racunajmo:

1

F(f)(s) = /_Oo F(t)e2mist 4t = /2 e~ 2mist g
1

1
2

_ o 2mist 2 _ 1 L
—2ms -1 —2ms

1 [(cos(ms) — isin(ms) — cos(ms) — isin(ms)

_E< —2i )’

_ sin(ms)

- __7s

Opomba: Funkcija F(f) se pogosto uporablja pri analizi signalov. Obi¢ajna oznaka je

sinc(s) = sin(rs) .

s

Nicle funkcije sinc so cela stevila razen nic¢, v neskonc¢nosti pa gre funkcija proti nic.

A

1.0,

(b) Graf funkcije g dobimo z raztegom grafa funkcije f.

A

-1/20) @)y ot

Za izracun Fourierove transformacije funkcije ¢ bomo uporabili:
Pravilo raztega:
Naj bo funkcija g definirana s predpisom g(t) = f(At) za nek neniceln A € R. Potem je

Za konec si poglejmo Se nekaj konkretnih primerov. Na spodnji sliki so narisani grafi
funkeij g(t) priizbiri A\ =1, A\=21in A = 3.
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Pri A > 1 se §irina intervala skréi, pri A < 1 pa razsiri. Pri Fourierovih transformacijah
pa pride do ravno obratne situacije. Ce se Sirina intervala funkcije skréi, se njen spekter
razsiri in obratno.

(2) Dana je funkcija f(t) = e ™.

(a) Pokazi, da velja [ f(t)dt = 1.
(b) Izracunaj Fourierovo transformacijo funkcije f.

(¢) Izracunaj Fourierovo transformacijo funkcije g(t) = cos(6xt)e ™.

Resitev: Funkcija f(t) = e~™ predstavlja gostoto Gaussove porazdelitve z matematiénim
upanjem 4 = 0 in pa z varianco o2 = %

~Y

(a) Najprej bomo pokazali, da je funkcija f normalizirana, kar pomeni, da je

/ e dt = 1.

To bomo pokazali z integracijo funkcije f(x,y) = e ™@*+¥*) po ravnini. Po eni strani

imamo
2 2 & 2 & 2 & 2 2
// e @)y dy:/ e ™ dm/ e ™ dy = </ e ™ dt) .
R2 —00 —00 —0o0

Po drugi strani pa z uvedbo polarnih koordinat dobimo

2 00 00
// e ) o dy = / dqb/ e rdr = 27r/ e ™ r dr.
R2 0 0 0
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Ce uvedemo novo spremenljivko ¢ = 772, dobimo dt = 277 dr in

// e ) gy dy = 27r/ e dr :/ etdt=—e"| =1
R2 0 0 0

Ker je Gaussova funkcija pozitivna, od tod sledi

/ e ™ dt = 1.

(b) Sedaj nas zanima Fourierova transformacija

(e}
F(f)(s) :/ e~ e 2mist gy
Najprej lahko izraz poenostavimo v

Fs) = [ et

o0

S pomocjo kompleksne integracije bomo pokazali, da je integral na desni enak 1. Integrirali
bomo funkcijo f(z) = e~™ po poti v =1 Uy U3 Uy, ki tvori rob pravokotnika.

Ima

is
vaY AY2

-R Y1 R Re

Ker je funkcija f analiti¢na, je njen integral po poti v enak ni¢

/Wf(z) dz = 0.

Ta integral sestoji iz stirih kosov. Stranici v, in 7, lahko parametriziramo s predpisoma
z=2R+iyzay € [0,s]. Od tod dobimo oceno

|f(Z)| _ |e—7rz2| _ |e—7r(R2:|:2iRy—y2)| — e—ﬂ'(RQ—yQ)‘

Ko posljemo R — oo, gre integrand enakomerno proti 0, zato sta v limiti prispevka po
poteh 75 in 74 enaka ni¢. Integral po poti v; konvergira k integralu Gaussove funkcije,
integral po poti 73 pa k negativni vrednosti integrala, ki ga zelimo izracunati. Od tod

sledi - .
O:/ 6—71'152 dt+/ 6—7r(t+is)2 dt

/ e~ (i) gy / e ™ dt = 1.

F(f)s) =™,

kar pomeni, da Fourierova transformacija ohranja Gaussovo funkcijo f(t) = e~

n

Rezultat je torej

w2

(c) Izracunajmo sedaj Fourierovo transformacijo funkcije g(t) = cos(6mt) e~ Funkcijo g
si lahko predstavljamo kot signal s frekvenco 3Hz, ki je skoncentriran v majhnem ¢asovnem
obdobju okoli t = 0.



(3) Dano je zaporedje funkcij f, : R — R, danih s predpisi f,(t) = ne™™

Za izracun Fourierove transformacije funkcije ¢ bomo uporabili:

Pravilo faznega pomika:

Naj bo funkcija g definirana s predpisom ¢(t) = €™ f(t) za nek a € R. Potem je
Flg)(s) = F(f)(s —a).
Ker je cosx = %, lahko v nasem primeru piSemo

eGm't + e—67rit
2

2

g(t) = cos(6mt)e™™ =

. 6—7rt2

7, dvakratno uporabo pravila o faznem pomiku za a = £3 dobimo

(F(f)(s—3) + F(f)(s +3)) = % (emmto-? 4 emtoso?).

N | —

Flg)(s) =

Spekter funkcije g je skoncentriran v okolici tock s = £3.
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2t2
(a) Izracunaj Fourierovo transformacijo funkcije f(t) = e=*%,

(b) Izracunaj limito lim F(f,).
n—oo

Resitev: (a) Za izracun Fourierove transformacije funkcije f(t) = e~**" lahko uporabimo
pravilo raztega. Ce definiramo h(t) = ™" je

- (2)



Od tod z uporabo pravila o raztegu dobimo

a a
™ ™

FUs) = zh (2 ) = T 5

Vidimo, da je Fourierova transformacija Gaussove funkcije spet Gaussova funkcija. Ce je
prvotna funkcija skoncentrirana, se njen spekter raztegne in obratno.

A a=4 A Ff)s

1.0, 10+

)

~Y

(b) Zaporedje Gaussovih funkcij

242

fo(t) =ne™™

je izbrano tako, da je ploscina lika pod vsako izmed njih enaka 1.

Ko n raste, so grafi funkcij f,, ¢edalje bolj skoncentrirani okoli izhodisca, njihove zacetne
vrednosti pa so f,(0) = n. Po tockah zaporedje (f,,) konvergira k funkciji

=% 120

oo ;t=0.

S stalisca uporabe ta limitna funkcija ni zanimiva. Precej bolj uporabna pa je limita
zaporedja (f,) v kontekstu posplosenih funkcij oziroma distribucij. Rec¢emo ji Diracova
delta funkcija, neformalno pa jo lahko opiSemo z lastnostima:

w={ % 1120

oo ;t=0,

/oo Solt) dt = 1.

—00

Fourierova transformacija funkcije f, je enaka



V limiti tako dobimo

lim F(f,)(s) = lim e” =2 = 1.
n—oo n—oo
Od tod sledi, da je
F(do) = 1.

Graf delta funkcije dg predstavimo z navpi¢no puscico dolzine 1.

do

U~

~Y
ny

V splosnem delta funkcijo Ad, predstavimo z navpi¢no puséico iz tocke (a, 0) ter z visino .
7 uporabo inverzne Fourierove transformacije in upostevanjem, da je konstantna funkcija
soda, od tod dobimo Se

F(1) = 6.

Izracunaj Fourierove transformacije:

(a) funkcije g(t) = ¥ za a € R,

(b) funkcij g(t) = cos(2mat) in g(t) = sin(2wat) za a € R,
(c) delta funkcije 9, za a € R.

Resitev: Pri racunanju Fourierovih transformacij bomo privzeli, da je:

F(do) =1,
]:(1) = do

ter uporabili pravili navadnega in faznega pomika:

F(f(t—a)(s) = e F(f)(s),
F(e*™f(t)) = F(f)(s — a).

(a) Za izracun Fourierove transformacije funkcije g(t) = e*™* bomo uporabili pravilo
faznega pomika pri izbiri f(¢) = 1. Tako dobimo

F(e* M) = F(e™* 1) = F(f)(s — a) = do(s — a) = d,.

Vidimo, da je spekter kompleksne eksponentne funkcije skoncentriran v eni tocki.

(b) S pomocjo rezultata za kompleksne eksponentne funkcije lahko sedaj izra¢unamo tudi
Fourierovo transformacijo sinusa in kosinusa. Spomnimo se, da velja:

cos(2mat) = L (e2riat 4 o=2miat)

1 (eQmat . e—27rzat) '

sin(2mat) = 5



Od tod zaradi linearnosti Fourierove transformacije sledi:

(00 +0-a) ,

F(cos(2mat)) = 3
2%‘ (5(1 - 5—(1) .

F(sin(2mat))

Spekter funkcije g(t) = cos(2mwat) lahko ponazorimo z naslednjim grafom.

A
1

-7_'
= 5aT T 0a

S

-a 0 a

Ker pride Fourierova transformiranka v splosnem kompleksna (tudi ¢e je funkcija realna),
ponavadi pri skiciranju spektra narisemo funkcijo |F(f)| ali pa |F(f)[*>. V tem primeru
bi spektru sinusa pripadal enak graf kot spektru kosinusa, kompleksni faktor, v katerem
se razlikujeta, pa tolmacimo kot razliko v fazi med sinusom in kosinusom.

(¢c) Za izrac¢un poljubne delta funkcije najprej opazimo, da velja
0q(t) = do(t — a).
Z uporabo pravila o navadnem pomiku od tod dobimo

F(0,)(s) = e 25,

Opomba 1: Na klasicen nacin lahko Fourierovo transformacijo

Fs) = [ " (et dr,

definiramo le za funkcije, za katere obstaja f_oooo | f(t)| dt. Veliko pa je zanimivih primerov
funkcij, za katere Fourierova transformacija v tem smislu ne obstaja. Pri tem imamo v
mislih predvsem polinome, trigonometri¢ne funkcije in pa periodi¢ne funkcije.

Smiselno in bistroumno razsiritev Fourierove teorije na razred t.i. umirjenih distribucij je
definiral Laurent Schwartz. Njegova teorija je hkrati posplositev teorije Fourierovih vrst
in pa klasi¢ne teorije Fourierove transformacije.

V nadaljevanju bomo pogledali, kako se z distribucijami racuna, za natanéno poznavanje
vseh pojmov pa bi potrebovali Se precej teoreticnega predznanja.

Najprej definiramo Schwartzov razred hitro padajocih funkcij

S(R) = {¢ € C*(R) | sup|t"¢"™(t)| < oo, Vm,n}.
teR

To so gladke funkcije, ki imajo lastnost, da vsi njihovi odvodi padajo hitreje proti ni¢ kot
poljuben polinom. Kot primer lahko vzamemo npr. Gaussove funkcije. Za samo ra¢unanje
z distribucijami ni toliko vazna dejanska oblika teh funkcij kot pa lastnost, preko katere
so definirane.



Distribucija (posplosena funkcija) je po definiciji zvezen linearni funkcional S(R) — C.
Distribucija torej vsaki hitro padajoci funkciji priredi neko kompleksno stevilo na zvezen
in linearen nacin. Tipi¢na razreda distribucij, ki se pogosto uporabljata, sta:

(a) Delta funkcije:

(04,0) = ¢(a) zaa€R.

(b) Lokalno integrabilne funkcije s kve¢jemu polinomsko rastjo (polinomi, trigonometriéne
funkcije, omejene zvezne funkcije, periodi¢ne funkcije):

(f,¢) = /_OO F()o(t) dt.

Fourierova transformacije umirjene distribucije je definirana implicitno s predpisom

(F(f), o) = ([, F(9)),

ki mora veljati za vsak ¢ € S(R).

Poglejmo najprej, kako se transformirajo delta funkcije.

(F(50), &) = (60, F(8)) = F($)(0) = / gty di = / T 1(tydi=(1,9).
Od tod sledi
F(oo) = 1.
Za poljuben a € R imamo

o0

(F(0a), ) = (da, F(0)) = F()(a) —/_ e Mp(t) dt = (7, 9)

o0

od koder dobimo '
f(éa) — 6_271—”8.

Vidimo, da Fourierova transformacija preslika delta funkcije v kompleksne eksponentne
funkcije. V naslednjih dveh primerih bomo videli, da bolj ali manj velja tudi obrat tega
rezultata.

(F(1),0) = (1, F(¢)) = /OO F(o)(t)dt = (FH(F(9))) (0) = ¢(0) = (do, ) -
Dobimo

F(1) = do.
Za poljuben a € R pa je
(F(e*m), ¢) = (™', F(9)) = /oo TUF(9)(t) dt = (F7H(F(9))) (a) = (0, 9)

od koder sledi .
]:(627rzat) — 6(1‘



Opomba 2: Za nobeno izmed funkcij, ki smo jih obravnavali pri tej nalogi, ne moremo
definirati Fourierove transformacije na klasi¢en nacin. Veljata pa naslednji dejstvi:

(a) Ce za funkcijo f obstaja Fourierova transformacija v klasicnem smislu, dobimo v
distribucijskem smislu enak rezultat, kot ¢e bi §li racunat izlimitirani integral.

(b) Ce pa imamo periodi¢no funkcijo f, dobimo za rezultat vsoto delta funkcij, skaliranih
s faktorji, ki jih dobimo pri razvoju funkcije f v kompleksno Fourierovo vrsto.

]

Dana je funkcija

[zracunaj konvolucijo f * f.
Resitev: Naj bosta f in g absolutno integrabilni funkciji, ki slikata iz realnih stevil v

kompleksna stevila (torej obstajata integrala [~ |f(¢)|dt in [7_]g(t)] dt). Konvolucija
funkcij f in g je definirana s predpisom

(f*9)(t) = /_OO ft —u)g(u) du.

Poglejmo najprej graf funkcije f.

-y

Racunajmo

den= [ se-wiwa= [ se-wa = [ o

Pri fiksnem ¢ je ta integral enak dolzini intervala [t—1,¢]N[0, 1]. Presek teh dveh intervalov
jeprazen zat < 0int > 2. Za 0 <t < 1 dolzina preseka linearno raste od 0 do 1, nato
pa za 1 <t < 2 linearno pada od 1 do 0.

t-1 ti
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Tako dobimo

t L 0<t<1,
(f=Nt)=9 2—-1 ;1<t<2
0 ; sicer.
Poglejmo si se graf funkcije f * f.
A
1
1 0

]

—a?t?

(6) Dana je druzina Gaussovih funkecij f,(t) =e za a > 0. Izracunaj konvolucijo f, * fp.

Resitev: Za izracun konvolucije Gaussovih funkcij bomo uporabili izrek o konvoluciji

F(fxg)=F(f)F(9),

ki pravi, da Fourierova transformacija pretvarja konvolucijski produkt funkcij v obicajen
produkt funkcij. Ce upostevamo, da velja

F(fa)(s) =/ Ze 2",
dobimo

F(fun 5)(6) = FUNOFUNS) = T 0 e ot = Vor? i),

Ce na zgornji enakosti sedaj uporabimo F~! in upostevamo, da se za sode funkcije F in
F~! ujemata, dobimo

22(1 1 a2 2
ar i) =77 (LR Gd) ) = | [T e
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: 1<,

(7) Naj bo f(t) = { 0l >1
(a) Izracunaj funkcijo, ki jo dobimo, ¢e funkcijo f filtriramo s sinc filtrom A(t) = w
a ,—a’t?

(b) Izracunaj funkcijo, ki jo dobimo, ¢e f filtriramo z Gaussovim filtrom ¢(t) = =€
Resitev: Naj bo f(t) signal in F'(s) njegova Fourierova transformacija. Zanima nas, kaj se
zgodi s signalom, ¢e iz njegove Fourierove transformiranke strogo odrezemo vse frekvence,

ki so vecje od neke frekvence % To pomeni, da signal F'(s) transformiramo v frekvencni
domeni v

kjer je

IF(s)l IF(9)IH(S)

2 1A s 2 oAz s
Ce sedaj na funkciji H(s)F(s) uporabimo inverzno Fourierovo transformacijo, dobimo

fritr = h* f.

Nizkopasovna filtracija signala torej ustreza konvoluciji signala z ustrezno skalirano sinc
funkcijo. Podobno idejo lahko uporabimo tudi pri filtracijah signala z Gaussovo funkcijo.

(a) Pri filtraciji s sinc filtrom dobimo:

(e}

Bt — u) £ () du = / sin(Am(t — u))

d
-1 7T(t — U,) Y

friee(t) = (b f)(t) = /

—0o0

A (t—u)=x 1 /)\Tr(tJrl) sin x
= —_ ;lj’

T Iant—-1) T

= (SiOw(t + 1)) — Si((t 1)),

Rezultat smo izrazili s pomocjo funkcije

Si(x) ::/ Smudu,
0

u

ki se imenuje integralski sinus. Funkcija Si je liha, limiti pri z — +oo pa sta £7. Poglejmo

Se njen graf.
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Na sliki so prikazani grafi funkcij f in pa filtriranih funkcij pri vrednostih A = 5 in A = 10.

A . A . . A
I -~ - L~ P (.
| \ 1
o8l ! 08F \ i o8l
|
\
06 1 06F 06
04f 04f 04l
|
1 1
02l ! 02f \ | 02l
\ i
2 1 1 2 -1 1 2 1 1
-02L -02C -02L

(b) Pri filtraciji z Gaussovim filtrom gre pravzaprav za glajenje funkcije f. Tako dobimo:

[e o]

; = (g * = —u) f(u u:i 1(5_“2(’5_“)2 u
Frun(®) = (g (1) / olt =) () du = / 1 du,

—00

a(t—u)=z 1 /a(t+1) 22 d
= — e x,
\/E a(t—1)
1
= i(erf(a(t +1)) —erf(a(t — 1))).

Tokrat smo rezultat izrazili s funkcijo

2 x
erf(z) := ﬁ/ e du,
0

ki se imenuje Gaussova funkcija napake. Je liha funkcija, limiti pri x — +o0o pa sta +1.

051

Na sliki so prikazani grafi funkcij f in pa filtriranih funkcij pri vrednostih @ = 5 in a = 10.

A A A
/ . I
08 / 08| . ) 08
| \ 1
! \
06 ! 06F | o6l
04l h 045 [\ 04l
| |
| \ )
02f ! 02f v I 02f
/ \ 1
2 1 1 2 -1 1 -2 -1 1
-02b -02b -02b
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