Izbrana poglavja iz matematike

1. sklop nalog

Kompleksna stevila

(1) Izracunaj s pomocjo de Moivrove formule naslednji kompleksni stevili:
(a) z = (1+iV3)%2,

1
)2 =G

Resitev: Poleg kartezicnega zapisa kompleksnega stevila z = a + ib nam pri racunanju
pogosto prideta prav polarni zapis

z = |z|(cos ¢ + isin ¢)
in pa Eulerjev zapis
z = |z|e"?,
kjer je |z| = v/a? 4 b2 absolutna vrednost, ¢ pa argument (polarni kot) stevila z.
,Im

co! = ati
ib | 1Zlcosp  z=a+ib

Pri polarnem in Eulerjevem zapisu gre v bistvu za isto stvar, saj velja Eulerjeva formula
¢ = cos ¢ + isin .

S pomocjo de Moivrove formule lahko racunamo potence kompleksnih stevil. Ce je namrec
z = |z|(cos ¢ + isin ¢) = |z]e’®, potem za vsak n € N velja

2" = |z|"(cosng + isinng) = |z|"e™?.

(a) Pisimo w = 1 + iv/3. Potem je |w| =2 in ¢ = . Po de Moivrovi formuli sledi

42 42
2 =w*? =2% (cos ?ﬂ + 72sin Tﬂ> = 242,

(b) Naj bo sedaj w = 1 +i. Potem je |w| = /2, ¢ = 7 in
1 1

= — = = —.
w16 (cos %’r + isin %’r) 16




(2) Resi v obsegu kompleksnih $tevil dani enaé¢bi in nato skiciraj mnozici njunih resitev:

(a) 2° =1,
(b) 2* =i.
Resitev: V realnem ima enacba x™ = a za poljuben a > 0 ali eno resitev, ¢e je n lih, ali

pa dve resitvi, ce je n sod. V kompleksnem pa ima enacba 2" = a za poljubno nenicelno
kompleksno stevilo a natanko n razliénih resitev. Posebej pomembne so resitve enacbe

2" =1,
ki jim recemo tudi n-ti koreni enote.
(a) Is¢emo resitve enacbe 22 = 1. Pisimo z = |z|e*®. Sledi

|Z‘36i3¢ -1. €i2krr_
Vidimo, da je

2| =1,
2km
=3
Ker nas zanimajo polarni koti ¢ € [0, 2), pridejo v postev samo k € {0,1,2}. Resitve
enache so ,
zr=¢e3 , ke{0,1,2}.

Eksplicitno so to stevila

Z()—l7

1 V3
ATy
L_ 1 V3
2T 9 2

Geometrijsko so reitve enacbe z3 = 1 ogliséa enakostrani¢nega trikotnika, lezijo pa na
enotski kroznici.

PN




Opomba: Za splosen n tvorijo n-ti koreni enote oglisca enakostranicnega n-kotnika. Eno
izmed oglist je zmeraj zp = 1. Ce je n lih, je to hkrati tudi edini realni koren enacbe
2" =1. Ce je n sod, pa je realen Se zz = —1.

esimo Se enacbo z* = i. Ce pisemo z = |z]e*?, dobimo
b) Resi S cho 2* =i. C ¢ dob
l2ieis = 1. oi(5+2km)
Od tod dobimo
|Z| =1,
km

s
=3t

za k € {0,1,2,3}. Resitve enacbe so torej
5= (FY5) ke f0,1,2,3).

Resitve enacbe tokrat tvorijo oglis¢a kvadrata in lezijo na enotski kroznici. Kvadrat je
zavrten za kot § glede na koordinatne osi.

oL

Opomba: n-te korene kompleksnega stevila a lahko dobimo tudi na naslednji nac¢in. Ce

pisemo a = |a|e’, je zp = {/[ale’ eden izmed n-tih korenov &tevila a. Preostale n-te
korene dobimo, ¢e zy pomnozimo z n-timi koreni enote. Vidimo, da n-ti koreni stevila
a dolocajo oglisca enakostranicnega n-kotnika, ki lezi na kroznici s sredis¢em v 0 in s
polmerom W . Glede na standardni n-kotnik korenov enote je ta n-kotnik zavrten za
kot 2. O

Resi v obsegu kompleksnih stevil enacbe:

(a) 22 — (1 —4i)z —5—5i =0,
(b) (z+0)" + (z =)' =0,
(c) e =1.

Resitev: (a) Resujemo kompleksno kvadratno enacbo

22— (1—4i)z —5—5i=0.



Podobno kot pri realnih enacbah ima tudi ta enacba dve resitvi, ki ju lahko izracunamo
z uporabo znane formule
1—4it /(1 —4i)2+4(5+5i) 1—4i+5+12

2 B 2 ’

Kvadratni koren +/5 4 127 moramo sedaj izracunati v kompleksnem. Is¢emo kompleksno
stevilo x + iy, da bo veljalo:

212 =

(z +iy)? = 5+ 124,
22— y? + 2zyi = 5 + 12i.

Tako pridemo do sistema enacb:
ry = 6,
2? —y* =5,
ki ima resitvi (3,2) in (=3, —2). Od tod sledi, da je
VB + 12i = £(3 + 20).
Resitvi kvadratne enacbe sta torej:
7 =2—1,

Z9 = —1 — 3u.

(b) S pomocjo binomske formule lahko enacbo (z +4)* + (2 — i)* = 0 preoblikujemo v
obliko
=622 +1=0.

Pisimo sedaj w = z?. Potem je w? — 6w + 1 = 0, od koder dobimo

6i— V236_4:3:|:2\/§

W12 =

Sedaj lahko z nekaj spretnosti opazimo, da je
3+£2v2=(V2£1)~

Od tod dobimo vsega skupaj Stiri resitve
z € {\/§+1,\/§—1,—\/§+1,—x/§—1}.

(c) Sedaj imamo opravka s transcendentno enacbo e* = 1. Pigimo z = x + iy. Sledi
ez-i—iy —-1- 6i2k7r.
Ker sta z in y realni stevili, je |e**%| = ¢, od koder dobimo:

e’ =1,

y = 2km.
Iz prve enacbe sledi, da je x = 0. Vse resitve enacbe e* = 1 so torej
2z, = 2mik,

za k € Z. Ker enacba ni polinomska, ima lahko neskonéno resitev. O]
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(4)

Razcepi polinom p(x) = z* + 4 do kvadratnih, v realnem nerazcepnih faktorjev.

Resitev: Na§ polinom ima realne koeficiente, zato nastopajo morebitne kompleksne nicle
v konjugiranih parih. Vsak tak par nam v razcepu doloca nerazcepen kvadratni faktor.

Pois¢imo najprej nicle polinoma p(z) = z* + 4. To so ravno resitve enacbe 2! = —4. Ce
zapisemo —4 v polarni obliki

—4 = 4(cosm + isinm),
vidimo, da je [2] = 45 = V2 in ¢y = T + 5 za k = 0,1,2,3. Torej je
= {1+i,1—i,—1+i,—1—i}.
Konjugirana para nicel sta torej {1 +1i,1 —4} in {—1+14,—1 —4}. Sledi
Ad=z-1+)(z-1=i)(z—(=1+9))(z— (=1 —1)) = (2 =22+ 2)(2* + 22+ 2),

oziroma
p(z) = (2% — 22 + 2)(2* + 22 + 2).

Dokazi, da za vsako naravno Stevilo n > 2 veljata enakosti:

(a) Zcos (%Tﬂ) =1,
(b) Zsin (2z) = 0.

Resitev: Oznacimo z

2w

w=en =cos (%) +isin (%)
primitivni n-ti koren enote. Potem za vsak 0 < k < n velja

wk = eﬁki = CoS (2“’“) + 7sin (2”k) )

n n

Ce sedaj obe strani zgornje enacbe sestejemo po k od 0 do n, dobimo enakost

n n
2 2k ‘ o (2k
l+w+w +...+w"= ZCOS(T’T) +22s1n(7”),

k=0 k=0
s ¢imer smo racunanje vsot trigonometri¢nih izrazov prevedli na ra¢unanje vsote potenc
primitivnega korena enote. Ker je w"™ =1, je w™ — 1 = 0 oziroma

(w—1)1+w+w+...+w" ) =0.

Levi oklepaj ni enak ni¢, zato mora biti 1 +w + w? + ... +w" ' = 0. Od tod sledi

ZCOS(%TW)WLiZSin(%Tﬂ) =l4+w+w+... +w" " =w" = 1.
k=0 k=0



Primerjava realnih in imaginarnih komponent nam da:

Zcos (%T”) =1,
k=0
Z sin (%T”) =0.
k=0

(6) Izpelji adicijska izreka za cosn¢ in sinne.

Resitev: Poglejmo si za zacetek adicijska izreka za cos 3¢ in sin 3¢. Iz de Moivrove formule
sledi
(cos ¢ + i sin ¢)® = cos 3¢ + i sin 3¢.

Ce z uporabo binomske formule razvijemo levo stran, dobimo:
(cos ¢ + i sin ¢)® = cos® ¢ + 3i cos? psin ¢ — 3 cos ¢sin® ¢ — isin® ¢,
= cos® ¢ + 3i(1 — sin® ¢) sin ¢ — 3 cos p(1 — cos® ) — isin® @,
= cos® ¢ — 3cos ¢psin® ¢ + i(3 cos® ¢sin ¢ — sin® ¢).
Primerjava realnih in imaginarnih komponent v de Moivrovi formuli nam pove, da velja:
cos 3¢ = cos® ¢ — 3 cos ¢ sin? ¢,

sin 3¢ = 3 cos? ¢sin ¢ — sin® ¢.

V primeru poljubnega naravnega stevila n pa velja

n

(cos ¢ +ising)" = Z <Z) i* cos™* psin® ¢

k=0

Izraz v vsoti bo realen, ¢e je k sodo stevilo in imaginaren, ¢e je k liho Stevilo. Torej velja:

(7) Razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0 funkciji ch in sh.

Resitev: Spomnimo se, da sta hiperboliéni kosinus in sinus definirana s predpisoma:

e +e*
chz = ——,
2
e — e F
shz =
2



Za razvoj danih funkcij v Taylorjevo vrsto bomo uporabili eksponentno vrsto

i A Sy
k! 2 3
k=0
Od tod sledi:
(1+z—|—i—kév&..)—i—(l—z—i—ﬁ—@—l—...) 22 4 5
h oy — 2 " 3l 2 3l 1L E
chz 5 + 5 + 1 + ol +.
2 3 2 3
(1+Z+Z—+Z—,+...)—(1—Z+Z——Z——i—...) 23 20 27
h oy — 2 T3 2 3l 5
e 2 rytm ot
Ce ti vrsti primerjamo s kosinusno in sinusno vrsto:
22 2t 28
— 14z
cons ST
2 25 A7
sinz=2——+———=+...,
3l 507!
vidimo, da sta skoraj identicni, le da so predznaki ves ¢as pozitivni. O

Skiciraj realne in imaginarne komponente zozitev naslednjih holomorfnih funkcij na realno
in imaginarno os:

(b) f(z):chzm f(z) =shz,
(¢) f(z) =coszin f(z) =sinz.

Resitev: S pomocjo potencénih vrst lahko nekatere realne funkcije realne spremenljivke
razsirimo do kompleksnih funkecij kompleksnih spremenljivk. Tipi¢ni primeri so poleg
polinomov in racionalnih funkcij Se eksponentna, sinusna, kosinusna ali pa na primer
Gaussova funkcija. Za funkcijo f : C — C re¢emo, da je holomorfna v tocki zy € C, ce

obstaja limita
o) — 1 L) = I )

2—20 Z— 2

Holomorfne funkcije so torej natanko kompleksno odvedljive funkcije. Za razliko od realne
odvedljivosti je kompleksna odvedljivost precej mocnejsi pogoj. Izkaze se namrec, da
je vsaka kompleksno odvedljiva funkcija avtomaticno neskonénokrat odvedljiva in celo
analiticna. Ce je torej f kompleksno odvedljiva na nekem obmocju v kompleksni ravnini,
jo lahko lokalno v okolici vsake tocke a znotraj obmocja predstavimo s potencéno vrsto

o0
E ag( z—a

k=0
Potenc¢na vrsta nam tudi pove, kako lahko izracunamo (natancno ali priblizno) vrednost
holomorfne funkcije v kaksni tocki.

Graf holomorfne funkcije je ploskev v C2, zato si ga ne moremo direktno predstavljati.
Lahko pa analiziramo komponenti zozitve funkcije na kaksno krivuljo v kompleksni ravnini.



(a) Zaceli bomo z analizo eksponentne funkcije f(z) = e*. Realno os lahko parametriziramo
s parametrom x € R, zozitev eksponentne funkcije na realno os pa je realna eksponentna
funkcija f(z) = e®. Imaginarna os sestoji iz stevil oblike iy, kjer je y € R. Zozitev ekspo-
nentne funkcije na imaginarno os f(iy) = €% = cosy + isiny ima dve komponenti, ki sta
obe omejeni in periodicni.

Re Im Re

. . . . .
6 -4 -2 2 4
05 o
_10F

L L L
-2 -1 1 X

_1s0

(b) Sedaj si poglejmo hiperboli¢ni kosinus. Njegova zozitev na realno os f(z) = chx je
soda in neomejena. Na imaginarni osi pa velja

01\ 2 a4 21 \6 2 4 6
Gy Gy @) v v

ch(iy) =1+ =5 A1 TR N TR Y

Na desni prepoznamo vrsto za kosinus, kar pomeni, da velja
ch(iy) = cosy.

Za nas bo zanimiva ta formula samo za y € R, isti racun pa pokaze, da analogna formula
velja za poljubno kompleksno stevilo.

Re
Re

05

; . : -
Podobno kot eksponentna funkcija je tudi hiperboli¢ni kosinus omejen in periodicen, ¢e
ga z0Zimo na imaginarno os.
Zozitev hiperbolitnega sinusa na realno os je liha in neomejena. Za imaginarna stevila pa
velja
(iy)> () | (iy)"

i 3 5 7
St T =it ),

sh(iy) = 1y +

oziroma
sh(iy) = isiny.

Tudi ta zveza med hiperboli¢nim sinusom in sinusom velja za vsako kompleksno stevilo.

Re

05




(c) Funkcija kosinus je v realnem omejena in periodi¢na, za imaginarna stevila pa lahko
iz zgornje formule izpeljemo, da velja

To pomeni, da je kosinus neomejen, ¢e ga zozimo na imaginarno os.

cos(iy) = chy.

Re

_os

_10F

05

Re

L
-2

L
-1

L
1

y

Podobno je tudi sinus v realnem omejen in periodicen, za imaginarna Stevila pa velja

Poglejmo se sliki.

05

sin(iy) = ishy.

Re

_10F

<

<Y

]

(9) Skiciraj realno in imaginarno komponento zozitve funkcije f(z) = 2" na enotsko kroznico.

Resitev: Enotsko kroznico v kompleksni ravnini lahko parametriziramo s predpisom

za ¢ € |—m,7]. Torej velja

z = e

f(2) = 2" = €™ = cos ¢ + i sin ¢,

kar pomeni, da je zozitev potencne funkcije na enotsko kroznico trigonometri¢na funkcija.

A

Re Im

W

il
W



(10) Razvij v Laurentovo vrsto okoli tocke a = 0 naslednje funkcije:

@ £z = EE
1
) 56) = S

Resitev: Polinomi, eksponentna funkcija ter sinus in kosinus so defirani za vsa kompleksna
stevila. Taksnim holomorfnim funkcijam re¢emo cele funkcije. Pogosto pa imamo opravka
tudi s funkcijami, ki so definirane skoraj povsod, razen v nekaj singularnih tockah. Taksne
so recimo racionalne funkcije, ki niso definirane v polih.

V okolici singularnosti lahko holomorfno funkcijo opisemo s posplositvijo Taylorjeve vrste,
ki se ji rece Laurentova vrsta. Ce je funkcija f holomorfna na kolobarju r < |z| < R, jo
lahko tam razvijemo v Laurentovo vrsto oblike

f(z) = Z apz”.

k=—o00

Poleg pozitivnih imamo pri Laurentovi vrsti tudi negativne potence, za radija pa dopusc¢amo
tudi moznosti r = 0 in R = oo.

(a) Funkcija f(z) = (ZJZF—QI)S je holomorfna na celi kompleksni ravnini, razen v tocki z = 0.

Torej jer =0 in R = oo.

Re

Na obmoéju 0 < |z| < oo je njena Laurentova vrsta enaka

(z41)3 22432243241 3 1
fe)="——F—=f)= g =z+3+ -+ .

Vidimo, da ima samo kon¢no mnogo ¢lenov. Najmanjsa potenca, ki nastopa v zgornjem
razvoju, je k = —2, kar pomeni, da ima funkcija f pri z = 0 pol stopnje 2.

(b) Funkcija f(z) = ﬁ je holomorfna povsod, razen v tockah z = 0 in z = 1. Tore]
lahko izberemo dva kolobarja, na katerih je funkcija f holomorfna. Eden izmed njiju je v
bistvu krog brez srediséa 0 < |z| < 1, drugi pa zunanjost tega kroga |z| > 1.

10



(11)

Najprej si poglejmo obmocje 0 < |z| < 1. Tu se Laurentov razvoj funkcije f glasi

£(2) 1 1 1 1

:z(l—z)_

Pri izracunu smo uporabili formulo za vsoto geometrijske vrste.

. 1
= ==(1+z+22+2"+..) +1l4z+224+22+. ..
z 1=z =z z

Funkcijo f pa lahko razvijemo v Laurentovo vrsto tudi na obmocju |z| > 1. Tam je
|%| < 1, zato s ponovno uporabo formule za geometrijsko vrsto dobimo

£(2) 1 1 1

— "

T (1-z) 2 T N s s . W

z z
Za opis singularnosti funkcije f okoli tocke z = 0 je bistven Laurentov razvoj na obmocju
0 < |z|] < 1, ki nam pove, da ima funkcija f v tocki z = 0 pol stopnje 1.

(c) Funkcija f(2) = ez je holomorfna na celi kompleksni ravnini, razen v tocki z = 0, njen
Laurentov razvoj pa je

f(z):e%:1+§+ﬁ+$+...

Ta razvoj vsebuje neskonéno negativnih potenc, kar pomeni, da funkcija f v tocki z = 0
nima pola, pa¢ pa bistveno singularnost. Razlika med polom in bistveno singularnostjo je
sledeca. V okolici pola gredo vrednosti funkcije proti neskonc¢nosti, medtem ko v okolici
bistvene singularnosti vrednosti funkcije f zavzamejo skoraj vse vrednosti. Funkcija
f(z) = e+ tako v poljubni okolici tocke z = 0 zavzame vse vrednosti razen 0. O

Dolo¢i obmocje konvergence danih Laurentovih vrst:

1
3ngn )’
2" n
(52)
n! zZ"

© 31y

n=0

Resitev: Vsako holomorfno funkcijo na kolobarju v kompleksni ravnini lahko razvijemo v
Laurentovo vrsto. Obratno pa za vsako Laurentovo vrsto

o0

f(z) = Z a2

k=—o00

11



obstaja nek kolobar r < |z| < R, na katerem vrsta konvergira k neki holomorfni funkeiji,
izven tega kolobarja pa vrsta divergira. Oba radija lahko izracunamo s pomocjo formul:

1
B lim sup v/ |a,|,

n—oo
r = limsup v/|a_p]|.
n—oo
oo
(a) Vrsta nz:[) (2" + 5757 ) ima koeficiente:

a, =1, zan > 1,

a,n:?%n, zan > 1.

0Od tod dobimo:

1

— = limsup V1 =1,
g~ msup V1

r = lim sup \"/3% = %,

kar pomeni, da vrsta konvergira na kolobarju < |z| < 1. Gre za vsoto dveh geometrijskih
vrst, zato je vsota te Laurentove vrste racionalna funkcija

() = 1 n 1 _ 322 —62+1 '
l—z 1-5 (2-1)(3z-1)
Ta racionalna funkcija ima pola pri z = % in z = 1, ki omejujeta obmocje konvergence
Laurentove vrste.
(b) Sedaj imamo vrsto io (%7 + Z) s koeficienti:

an:%, zan > 1,

a_n,=mn, zan > 1.

1 , .
o= lim sup \/g: 0,
r

= limsup ¢/n = 1,

n—oo

Oba polmera sta v tem primeru:

kar pomeni, da vrsta konvergira na obmocju |z| > 1. Porzitivni del te vrste se sesteje
v eksponentno funkcijo, z nekaj dela pa se da izracunati tudi vsoto negativnih potenc.
Izkaze se, da dana Laurentova vrsta na obmocju |z| > 1 konvergira k funkciji

fle) =+

(z-1)*

o

(c) Vrsta Z(—l)"ﬁ nima pozitivnih potenc, zato velja R = oo. Za koeficiente pri
n=0 )

negativnih potencah pa velja:



(12)

Eno stekalisce zaporedja ( {/|a_,|) je torej avtomati¢no 0. Podoben ra¢un kot pri prejsnjem
primeru pa pokaze, da tudi sodi cleni tega zaporedja konvergirajo proti 0. Torej je r = 0,
kar pomeni, da dana vrsta konvergira povsod razen pri z = 0, njena vsota pa je

flz) =3,
]

Izracunaj kompleksne integrale danih funkcij po krivuljah K : v, (t) = ¢ za t € [0, 7| ter
Ky: () =e"zatel0,n]:

Resitev: Za poljubno krivuljo K v kompleksni ravnini (parametrizirani z 7y : [ty, t3] — C) in
poljubno holomorfno funkcijo f lahko definiramo kompleksni integral f po K s predpisom

/Kf(z) dz = /: FOy(@)y () dt.

Ta integral je v splosnem odvisen od zacetne in koncéne tocke ter krivulje, spoznali pa
bomo nekaj pravil, ki nam véasih omogocajo izracunati integral, ne da bi zares integrirali.
(a) Krivulji K7 in K5 predstavljata zgornji in spodnji del enotske kroznice, za¢etna in
konéna tocka pa sta 1 in —1.

Im
--. K
» AN
¢ °
3 2 7\ //f 2 Re
* F
-~ K

Zaénimo z integralom funkcije f(z) = £ po krivulji K. Ker je f(71(t)) = = in~{(t) = ie™,
je dani integral enak

f(z)dz:/ —.t-ie’tdt:i/ dt = mi.
K 0o € 0

Za krivuljo K, pa velja f(72(t)) = % in ~4(t) = —ie™*, od koder sledi

f(z)dz = / (=i)e " dt = —z'/ dt = —mi.
Ks 0 0

efit

Vidimo, da se integrala razlikujeta, ceprav imata krivulji isto zac¢etno in koncéno tocko.
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b) Naj bo sedaj f(z) = 2. Na polkroznici K; potem velja f(z) = e™, od koder dobimo:
(

f(z)dz = / e e dt = z/ et g — z/ (cos(n + 1)t + isin(n + 1)t) dt,
K1 0 0 0

™

I

0

! 1 cos(n + l)t)

) ! in(n + 1)t
= S J—
1 n+11nn -

- (=)t —1).

n+1

Na polkroznici Ky pa velja f(z) = e in:
f(z)dz= / e Mt (—i)e Tt dt = —i / ettt gy
K» 0 0

= —2’/ (cos(n + 1)t — isin(n + 1)t) dt,
0

s

Y

1 :
= ( N sin(n + 1)t + j_ ] cos(n + 1)t> 0

n —+ n

1
Con+1

(-1t =1).

V tem primeru sta integrala po obeh krivuljah enaka.

(c) Izracunajmo sedaj Se oba integrala funkcije f(z) = . Na krivulji K je f(z) = =,
od koder sledi:

f(z)dz= / ekt et dt = z/ e =Rt gt — z/ (cos(1 — k)t +isin(1l — k)t) dt,
K1 0 0 0

™

(1 i
:z(l_ksm(l—k)t— 1_kcos(1—k;)t)

1 1—k
=7 (D)7 =1).

)

0

Na krivulji K, pa velja f(z) = et zato je:

f(z)dz = / eRt L (—i)e " dt = —z'/ ¢!Vt gt — —i/ (cos(k — 1)t +isin(k — 1)t) dt,
Ko 0 0 0

™

?

0

(1. i
= — <k_1sm(k—1)t—k_lcos(k—l)t)

=1 (=D =1).

Vidimo, da sta tudi v tem primeru oba integrala enaka.

Opomba: Pri tej nalogi smo spoznali konkretne primere bolj splosnega principa. Denimo,
da integriramo holomorfno funkcijo po dveh krivuljah s skupnim zacetkom in koncem. Ce
je funkcija holomorfna na celem obmocju, ki ga omejujeta krivulji, se integrala ujemata.
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Ce ima morda funkcija na tem obmocju kaksno singularnost a, pa je vazen le ¢len v

Laurentovi vrsti pri potenci —1-. Ce tega ¢lena ni, se integrala ujemata, sicer pa se
zZ—a

razlikujeta. L

Izracunaj kompleksne integrale:

(a) integral funkcije f(z) = 2* po robu kvadrata z oglisci 0, 1, 1+ in 4,
(b) integral funkcije f(z) = (z — a)*, k € Z, po kroznici |z — a| = R,
sin z

(c) integral funkcije f(z) = — po kroznici |z] = 1.
z

Regitev: (a) Rob kvadrata K sestoji iz §tirih stranic K, Ky, K3 in Ky,

Ks

K4 05y K2

V splosnem lahko daljico od tocke a do b parametriziramo s predpisom
v(t) =1 —t)a+tb

za t € [0,1]. Stranico K; lahko torej parametriziramo s predpisom () =t za t € [0, 1].
Sledi v{(t) =1 in
1

f(z)dz:/othdt:§.

Za stranico Ky vzemimo parametrizacijo 2(t) = 1 + it z odvodom ~4(t) = 4. Sledi:

Ki

1 1
dz= [ (1+it)*-idt =i | (1+2it—t*)d
/K2f(z) 2 /0( +it)” i dt z/o( + 2it — t°) dt,

1
t3
:i(t+it2——>
3

0
—2; _
=31 1.

b

Na stranici K3 je y3(t) =1 —t + i in v4(t) = —1. Torej je:

1 1
f(z)dz:/(1—t+i)2-(—1)dt:—/(1+t2—1—2t+2i—2tz’)dt,
K3 0 0
1

Y

1 3
t
:/ (—t% 4 2t — 20 + 2ti) dt = (—§+t2—2it+z’t2>
0
0

—2_
=3 1.
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Za konec izracunajmo $e integral po stranici K. Parametrizirajmo jo s predpisom 74(t) =
(1 —t)i. Sledi v4(t) = —i in:

f(z)dz :/0 (1 —=t)i)*- (—i)dt = z/o (1— 2t +t%) dt,

1
t3
=ilt—8*+—=

7.

Ky

)

0

1
3

Integral po robu kvadrata je vsota teh stirih integralov:

/ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz + f(z)dz+ f(z)dz,
K K1 KQ K3 K4
=++Gi-1)+(3-i)+3i=0.

(b) Kroznico |z — a|] = R s sredis¢em v a in s polmerom R lahko parametriziramo s

predpisom ~(t) = a + Re za t € [0, 27].
K

Ta parametrizacija doloca pot, ki kroznico obkrozi v pozitivni smeri. Odvod parametrizacije
je 7/ (t) = iRe™, integral pa je

Im

27 ot
/ f(z)dz = / (Re™)* - (iR)e™ dt = iRF*! / eV g
K 0

0

Na tem mestu lo¢imo sedaj dve moznosti. Ce je k = —1, je ta integral enak

2 27
/ f(z)dz = iRkH/ e FHDE g — z/ dt = 2mi.
K 0 0

Ce pa je k # —1, pa je:

2m 2m
/ f(2)dz = iRF? / el FHDE g — j RE+1 / (cos(k + 1)t + isin(k + 1)t) dt,
K 0 0

2

?

0

] .
= iRF (k——i-l sin(k + 1)t — ; j_ . cos(k + 1)t)

=0.

Opomba: V splosnem velja za integrale po sklenjenih krivuljah naslednja opazka. Ce je
funkcija f holomorfna na celem obmocju, ki ga krivulja K omejuje, je

/K F(2)dz = 0.
16



(14)

Ce pa ima funkcija na tem obmo¢ju kaksno singularnost a, je vazen le élen v Laurentovi
vrsti pri potenci ﬁ, vse ostale negativne potence pa dajo pri integriranju rezultat 0.

sin z

(c) Za integracijo funkcije f(z) = *%* po kroznici |z| = 1 bomo uporabili rezultate prejsnje
naloge. Najprej jo bomo razvili v Laurentovo vrsto okoli tocke z = 0 z uporabo sinusne
vrste

__sinz __ 1 23 2° 27 1 1 1 z 23

ZO

Pri integraciji po kroznici |z| = 1 bodo integrali vseh ¢lenov enaki ni¢, razen integrala
¢lena i Sledi

z 23 )
[roa= [ (3-gsvd-ata+. )d= [ dar=g [ 1e=g
K K K K

Dana je funkcija f(z) =

B_A-

(a) Izracunaj integrala funkcije f po kroznicah |z| = £ in |z| = 2.
(b) Izrac¢unaj residuuma funkcije f v tockah z =0 in z = 1.

Resitev: (a) Funkcija f(z) = &= ima pola v tockah z = 0 in z = 1. Za izracun integrala
po kroznici |z| = 1 jo bomo najprej razvili v Laurentovo vrsto na obmocju 0 < |z| < 1. Z
uporabo formule za geometrijsko vrsto dobimo

1 1 1

7 uporabo rezultata prejsnje naloge od tod sledi

1 1 1
/f(z)dz:/ — o1tz 42+ dz:/ldz:Qm'.
K K 23 22 2 KZ

Za izracun integrala funkcije f po kroznici |z| = 2 pa bomo funkcijo razvili v Laurentovo
vrsto na obmocju |z| > 1. Tam velja

1 1 1
f(z):m:;l_lz_z%<l+%+z%+z%+>:_L4_L_z%_zi7+

V tej vrsti ni ¢lena %, zato velja

[1@a= [ (h-d--te.)a=0

(b) Kot smo spoznali v konkretnih primerih, ima pri racunanju integralov po sklenjenih
poteh pomembno vlogo ¢len :1(1 v Laurentovi vrsti. Recimo, da ima f singularnost v
tocki a in da je holomorfna na nekem obmocju 0 < |z — a] < R. Potem jo lahko na tem
obmocju razvijemo v Laurentovo vrsto

[e.9]

f)= Y alz—a)

k=—o0

17



(15)

Koeficient a_; imenujemo residuum funkcije f v tocki a in ga oznac¢imo z Res(f,a). Kot
smo ze izracunali, je Laurentov razvoj funkcije f na obmocju 0 < |z| < 1 enak

fR)=F+5+i+1+24+22+...

z

od koder sledi

Res(f,0) = 1.
Za izracun residuuma v tocki z = 1 moramo najti koeficient pri ¢lenu ﬁ Laurentovega
razvoja funkcije f. Najprej opazimo, da velja
1 1 1 1
f(z) = — — (== +(-12+..)".

31— 2) _z—l.(1+(z—1))3:_z—1

V oklepaju na desni nastopajo samo pozitivne potence ¢Clena (z — 1) in Se prosti ¢len 1,
kar pomeni, da je
Res(f,1) = —1.

Vrednosti teh dveh residuumov sta v tesni povezavi z integraloma funkcije f po kroznicah
|z = 5 in |z| = 2. Velja namrec:

/ . f(2)dz = 2miRes(f,0),
|

zl=5

(z)dz = 2mi (Res(f,0) + Res(f, 1)) .

|z|=2

V splosnem pa je integral holomorfne funkcije po sklenjeni krivulji premo sorazmeren z
vrednostmi residuumov funkcije v notranjosti obmocja, ki ga krivulja omejuje.

/\Z:Z

‘ (N o

- Re
K [z1=1/2

0
Poisci singularne tocke in residuume danih funkcij:
1
(a) f(Z) - 22+17
1
b =

Resitev: Razvoj funkcije v Laurentovo vrsto ni vedno najbolj prakticen nacin za izracun
residuuma funkcije v dani tocki. Ce ima funkcija f v tocki a pol reda n, lahko residuum
izracunamo s formulo

Res(f,a) = ! lim dn__ll (z—a)"f(2).




(16)

(a) Funkcija
1 1

1) = 7 = e =9
ima dve singularnosti v tockah z = +:. V obeh tockah ima f pola reda 1, zato sta
residuuma enaka:

. . . . z—1 1
Reslh i) =limle =G =M= ~
Res(f, —i) = ZIL@i(z +14)f(z) = lim. #—'{;_2) = _%_

(b) Funkcija
1 1

Z) = =
/() (22-1)2 (z4+1)%(z—1)?
ima prav tako dve singularnosti, in sicer v tockah z = 1. V obeh tockah sta tokrat pola
reda 2, zato sta residuuma enaka:

. d ) Cd 1 . 2 1
Res(f ) =l G- G = DY @) =l e =M= s~ 7
. d ) Cd 1 . 2 1
Res(f,=1) = Jlim, G+ V() = i o = m = =1

Z uporabo izreka o residuih izracunaj kompleksna integrala:

1
23— 4z

(a) funkcije f(z) = po kroznici |z — 3| = 4,

(b) funkcije f(z) =

o kroznici |z — 2| = 2.

1P |

Resitev: Dana kompleksna integrala bomo izracunali s pomocjo izreka o residuih. Naj
bo K sklenjena krivulja in naj ima funkcija f v notranjosti obmocja, ki ga K omejuje,

singularnosti ay, as, ..., a,. Potem velja
/ f(2)dz = 2mi Z Res(f, ax).
K k=1

(a) Funkcija
1 1
f(z) = 3 =
28 —4z  z(z—2)(z+2)
ima tri singularnosti v tockah z = 0 in z = £2. V krogu, ki ga omejuje kroznica |z —3| = 4
pa lezita singularnosti z = 0 in = 2.
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V obeh tockah ima f pol reda 1, residuuma funkcije f v teh dveh tockah pa sta:

: . 1 1
Res(7,0)=Im=/() =l =3 =7

: . 1 1
Res(£,2) = lim(= = 29)f() = iy 52 = 5

Integral funkcije f po krozmici |z — 3| = 4 je torej enak

/ f(z)dz =2mi (—}14_%) :_%z'_
K

(b) Funkcija
1 1

A1 -+ 1)z —i)(z+1)

ima $tiri pole reda ena. Znotraj kroznice |z — 2| = 2 pa lezi samo pol z = 1 z residuumom

f(z) =

. . 1 1
Res(f? 1) = E_IS(Z - 1)f(2) = ﬁg% (Z + 1)(22 + 1) = Z_l

Od tod dobimo

/Kf(Z)dzzm.;l:%i.

S pomocjo kompleksne integracije izracunaj naslednja izlimitirana integrala:

@ [
(b) /Oo BT .

|

Resitev: Z uporabo metod kompleksne integracije lahko izracunamo nekatere dolocene ali
pa izlimitirane integrale brez racunanja nedolocenega integrala. Se posebej je to uporabno,
kadar nedoloceni integral ni elementarna funkcija.

Nas osnovni cilj je najti primerno krivuljo in pa holomorfno funkcijo f, katere kompleksni
integral po dani krivulji bo v zvezi z iskanim integralom. Pri rac¢unanju izlimitiranih
integralov po celi realni osi lahko pogosto uporabimo polkroznico Kg, ki sestoji iz intervala
Ir = [-R, R] in pa loka Ly s polmerom R.

Pogosto lahko iskani izlimitirani integral izrazimo z limito integralov | In f(2)dz, ko gre
R — oo. Ce torej slucajno integrali || 1, [ (?) dz konvergirajo proti ni¢, lahko izlimitirani
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integral izrazimo z limito integralov [ i (2) dz. Vsakega od teh pa lahko izracunamo z
uporabo izreka o residuih. '

(a) Definirajmo holomorfno funkcijo

1

f(z):m-

Na intervalu I lahko uporabimo parametrizacijo v(t) =t za t € [—R, R], da dobimo

IRf(z)dz:/R (;dt.

R 11

Vidimo, da v limiti velja

o 1
——dx = li d
/OO (22 + 1) L= IRf(Z) z

Na loku Lz pa bomo uporabili parametrizacijo v(t) = Re® za t € [0,7]. Njen odvod je
7'(t) = Rie™, kompleksni integral funkcije f po Ly pa je enak

f(z)dz—/ﬂ; Rz’e“dt—/ﬁL@itdt
T (e o et

Nas cilj je, da pokazemo, da gredo vrednosti teh integralov proti ni¢, ko gre R — oo. Z
uporabo trikotniske neenakosti lahko navzgor ocenimo absolutno vrednost integrala

< [t s [ = s
= Jo (R262zt+1 0 (R2—1)2 _(32_1)2'

pm| [ 0

kar smo zeleli pokazati. Sedaj torej vemo, da velja

0 1
—dx =1 d
/_oo e A, [ JE)d

Za izracun integrala na desni bomo uporabili izrek o residuih.

f(z)dz

’ LR

Od tod sledi
< 11m —R =0
o (R2—1)2 7

Funkcija
1

T = e
ima pola z = =4, ki sta oba reda dva, znotraj krivulje K pa lezi samo pol z = 1.

Im
Lr

Re
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Residuum funkcije f v tem polu je

V. d - Cd 1 . —2 1
Res(f.d) =l g G = @) =l e~ =G~ w

0Od tod sledi

i f(z)dz =2mi-+ =3,
R
Torej tudi v limiti dobimo
[ e
——dr =1Z.
T
(b) Sedaj poskusimo s funkcijo
61’2
fz) = 2241

Na intervalu Iy velja

R it R R R
cost sint cost
/f(z)dz—/ - dt—/ . dt+i/ - dt—/ 2.
In _pt*+1 _pt*+1 _pt*+1 _pt?+1
Imaginarni del je enak ni¢ zaradi lihosti integranda in simetri¢nega intervala. V limiti

torej velja
* coszx
=1
/_OO 2+ 1 do = Rgrolo/ 1z

Na loku Ly imamo (t) = Re® in 7/(t) = Rie™, zato je

™ eiRe“ ) Riette iR(cost+isint)
dz = —— . Rie" dt = dt.
f(Z) < /0 (Rezt)2 +1 e /0 R2eg2it +1

Najprej opazimo, da velja:

ezR(cos t+isint) _ ezR cost—Rsint

?

|61R(cost+zsmt)| _ e—Rsmt < 1.

To sledi iz dejstva, da je za t € [0, 7] eksponent —Rsint < 0.

7 uporabo trikotniske neenakosti dobimo podobno kot prej oceno

g/ dtg/ R g Tk
0 0

R 1 R ]_ ’
] f <

> cosx .
/Oox2+1da::}%1_r>rgo/KRf(z)dz

[zracunati moramo Se integral na desni. Funkcija

Riette iR(cost+isint)

R2e?it ]

f(z)d=

‘ Lgp
od koder sledi
=0.

Torej velja




ima dva pola z = +i reda ena. Znotraj krivulje Kz pa spet lezi samo pol z = i. Residuum
funkcije f v tem polu je

es(f,i) =lim(z —0)f(2) = lim —— =lim = =7 = o=
Torej je
/ flz)dz=2mi =12
Kgr
in

o0
/ cos T do— T
o 22 +1 ¢

Opomba: Na prvi pogled bi se zdela bolj naravna izbira holomorfne funkcije

cos 2
2241

f(z) =

Na probleme pa bi naleteli, ko bi hoteli pokazati, da konvergirajo integrali te funkcije po
lokih Ly proti ni¢, saj funkcija cos z na teh lokih ni omejena, ko gre R — oo. O]
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