Naloge s starih kolokvijev in izpitov
Kombinatorika ISRM, 2. letnik

. Oznaéimo z a,, $tevilo besed dolzine n nad abecedo {A, E, O, U, B, P, X'}, pri katerih
se samoglasniki vedno pojavljajo v parih oblike AA, EE, OO ali UU in pred vsemi
soglasniki. Na primer, besedi AAEFEPX P in AAAA sta ustrezni, besedi UUUB in
AAXBAAX pa ne.

(a) Pokazite, da za zaporedje (a,) velja

a=1, a1 =3 in a, =4a,_2+3" za n>2.

(b) Poiscite rodovno funkcijo za zaporedje (ay,).

(c) S pomocjo rodovne funkeije poiscite eksplicitno formulo za a,,.

. Zaporedje (a,) je podano rekurzivno z
ap=1 in ap =2a,+4" za n>0.

(b) Poiscite rodovno funkcijo za zaporedje (a,).
(¢) S pomocjo rodovne funkcije poiscite eksplicitno formulo za a,,.

. Naj bo a, stevilo n-mestnih stevil, ki vsebujejo sodo stevilo nicel. Zapisite rekurzivno
enacho, ki ji ustreza zaporedje (a,), in jo resite.

. Naj bo ¢(n, k) stevilo permutacij na mnozici {1,2,...,n}, ki imajo natanko k ciklov
(vkljuéno s cikli dolzine 1). Dodatno definirajmo ¢(0,k) = 0 za k > 0, ¢(n,0) =0
zan > 1in ¢(0,0) = ¢(n,n) = 1. Pokazite, da velja:

(a) > op_; c(n,k) =nlzan>1.

(b) ¢(n,1)=(n—1)! zan > 1.
(c) e(nyk)=cn—1,k—=1)+(n—1)e(n—1,k) zan > 2.
(d) S, e(nyk)zb = (@ +n—1)(x+n—-2)...(x+1)zan>1.
. S pomocjo Ferrersovih diagramov pokazite, da je Stevilo particij naravnega Stevila
n na natanko tri sumande enako Stevilu particij n na stevila, od katerih je najvecji

sumand enak 3. Nato zapisite rodovno funkcijo za Stevilo particij naravnega Stevila
n na natanko tri sumande.

. Imamo 6 kopij prve knjige, 7 kopij druge knjige in 11 kopij tretje knjige.

(a) Zapisite rodovno funkcijo izbire knjig, ¢e moramo izbrati vsaj dve kopiji iste
knjige.

(a) Na koliko naccinov lahko rezdelimo knjige med dva uéitelja, tako da vsak ucitel;

dobi 12 knjig in dobi vsaj dve kopiji iste knjige?

. ZapiSite in resite sistem rekurzivnih enacb, s pomocjo katerega lahko dolocite stevilo
zaporedij dolzine n, ki jih sestavljamo iz znakov 0,1, 2, 3, in v katerih nastopa liho
enk in liho dvojk.



8. Elemente mnozice X ={0,1,2,...,15} zlozimo v kvadratno matriko

Za vsak x, 0 < z < 15, definiramo blok B,, ki vsebuje vse elemente, ki so v isti
vrstici ali istem stolpcu matrike A kot z, razen x. Naj bo B = {B,;0 < x < 15}.
Pokazite, da je B nac¢rt in poiscite njegove parametre. Ali je B 2-nacrt? Ali je B
3-nacrt? V primeru pozitivnega odgovora tudi poiscite ustrezne parametre.

9. Preverite, da je mnozice S = {0,1,4,6} C Z;3 mnozica razlik in konstruirajte
ustrezni 2-nacrt. Zapisite tudi njegove parametre.

10. Za katere k € {3,...,10} obstaja mnozica razlik moci k v Z;3? Ce mnozica razlik
obstaja, konstruirajte tudi ustrezen 2-nacrt. Kaksni so njegovi parametri?

11. Pokazite, da Steinerjev ¢etvorcek, to je 3-nacrt s parametri (v,4, 1), lahko obstaja
le, ¢e je v kongruenten 2 ali 4 po modulu 6.

12. Naj bodo tocke incidencne strukture C vektorji v ]F;l, bloki pa naj bodo 4-elementne
mnozice {w, z,y, 2}, w,z,y,z € IE“;, za katere velja w +x +y + 2 = 0.

(a) Pokazite, da je C 3-nacrt s parametri (v, k, 3) in dolocite parametre A, k in v.
(b) Koliko blokov ima naé¢rt C? V koliko blokih je vsebovana vsaka izmed tock
nacrta C?

(c) Kateri na¢rt dobimo, ¢e za tocke vzamemo tocke nacrta C brez tocke (vektorja)
0, za bloke pa vse bloke nac¢rta C, ki vsebujejo tocko 0 (in vsakemu takemu
bloku odstranimo 0)?

13. Naj bodo tocke inciden¢ne strukture D povezave grafa Kg. Bloki D naj bodo vse
taksne troelementne podmnozice mnozice povezav Kg, ki so bodisi povezave popol-
nega prirejanja Kg, bodisi povezave trikotnika (cikla dolzine 3) v K.

(a) Pokazite, da je D 2-nacrt s parametri (v, k, 2) in dolocite parametre v,k in A.

(b) Koliko blokov ima nacrt D? V koliko blokih je vsebovana vsaka izmed tock
nacrta D?



