3. izpit iz Kombinatorike (ISRM)
1. september 2006

1. Na koliko razliénih nac¢inov lahko preuredimo ¢rke imena

LAPPEENRANTA

tako, da ne bosta skupaj dve enaki ¢rki?
(Lappeenranta je mesto na Finskem.)

Kratka resitev: Po formuli vkljucitve in izklju¢itve napisemo

sk — (o — o) + 3aH) — (B(3% — ) +33%) +
(3(% — 5) +5) - (81— 7)) = 3301200,

Opomba: Zakaj je potrebno odstevanje v npr. #1,'2, — ﬁ%!?

. Koliko celostevilskih resitev (x1, z2,x3,z4) ima enacba
1+ x9 +x3+ x4 = 20
pri omejitvah
1§x1§65 1§CC2§7, 1§$3§87 1§$4§9?

Kratka resitev: Rodovne funkcije izbir vrednosti za posamezne spremenljivke so
Fi)=xz+2*+ - +25 Bx)=o+22+- +27, Fi(z) =z + 22+ - + 28,
Fy(z) =z + 2%+ -+ + 2°. Rodovna funkcija izbire vrednosti za vse spremenljivke
je produkt F'(z) = Fi(z)Fa(x)F5(z)Fa(x). Resitev naloge je koeficient F'(x) pri xao.

To je 217 — Ceprav vam tega ni treba izracunati. (Naloga je prakti¢no enaka tisti z
vaj, kjer smo §teli izbire iz kupa raznobarvnih balonov. . .)

. Resi rekurzivno enacbo
(n+1)ap+1=2n+4)a,

pri zacetnem pogoju ag = 3.

Nasvet: Z uporabo ustrezne operacije in substitucij prevedi enacbo na linearno rekur-
zivno enacbo s konstantnimi koeficienti.

Kratka resitev: Ce (n+ 1) any1 = 2(n + 2) a,, na obeh straneh logaritmiramo (loga-
ritem z osnovo 2), dobimo

log(n+1) +logany1 = 1+ log(n + 2) + log ay,
Oznacimo b, = log a, in ¢, = log(n + 1). Dobimo
Cn+bpr1 =1+ cpp1 + by,

oziroma
bn+1 —Cnt1 = bn —cp+ L



Sedaj oznaé¢imo d,, = b,, — ¢,. Dobimo prav enostavno linearno enacbo
dpy1 —dp = 1.
Ko jo resimo in upostevamo vse zgornje substitucije, dobimo resitev
anp=C-2"(1+n)

Zacetni pogoj ap = 3 da C' = 3.

(Trik z logaritmiranjem smo uporabili tudi na vajah.)

. Trak je sestavljen iz n enakih kvadratkov, kot na spodnji sliki.

Vsak kvadratek pobarvamo na obeh straneh traku z belo ali é¢rno barvo (obe strani
kvadratka sta lahko pobarvani z isto ali pa razliéno barvo).

(a) Koliko bistveno razli¢nih trakov lahko dobimo na ta nac¢in?

(b) Koliko bistveno razli¢nih trakov lahko dobimo na ta naéin, ¢e uporabimo vsako
od barv enako mnogokrat?

Kratka resitev: Naloge se lotimo s teorijo Pélye. Kvadratke na eni strani ozna¢imo
z 1,2,...,n, na drugi pa z 1',2/,...,n’ in predpostavimo, da je n sod (za lihe n se
cikli¢éni indeksi permutacij nekoliko razlikujejo). Simetrije traku (in cikliéni indeksi)
so:

identiteta x%”

1n)2n—1)--(1'2)2 (n—1))-- u
11)22)---(an)--  ab
(1n)2m—=1))(Un)(2 (n—1))- -

Cikli¢ni indeks grupe avtomorfizmov je torej Z = %(:B%" + 3z4). Resitev tocke (a)
dobimo, ¢e namesto z; vstavimo 2 (imamo dve barvi).

V Z nadomestimo x; = b* + ¢!. Vemo, da koeficient npr. pri ¥/c* v tej “rodovni
funkciji barvanj” pomeni Stevilo barvanj, v katerih uporabimo b(elo) j-krat, c(rno)
pa k-krat. Resitev tocke (b) je koficient pri b"¢™ (dovolj bi bil ta opis).

Cas resevanja je 90 minut. Vse naloge so po tockah enakovredne.
Odgovore je treba natan¢no utemeljiti!

Rezultati bodo objavljeni na
http://ucilnica.fmf.uni-1j.si/course/view.php?id=57



