Kombinatorika (ISRM) - vaje 17, 17. december 2013

Odvod formalne potencne vrste in rekurzivne enacbe

1. Zapisite rodovno funkcijo za zaporedje 0,1,2,3,4,...; a, = n.

2. Naj bo a, stevilo nacinov za izbiro dveh razlicnih elementov iz mnozice z n elementi.
Zapisite rodovno funkcijo za zaporedje (ay,).

3. Oznacimo z a,, Stevilo nacinov, na katere lahko (enake) kovance razporedimo v vrste
tako, da je vsaka vrsta neprekinjena in se vsak kovanec v visji vrsti dotika natanko

(a) Izracunajte ai, as, az in ay.

(b) Pokazite, da velja rekurzivna zveza

n—1

ap = Z(n —Jj)a; + 1.

J=1

(c) Poiscite rodovno funkcijo za zaporedje (ay,).

4. Oznac¢imo s f(n, k) stevilo nacinov, na katere lahko izberemo k Stevil iz mnozice
{1,2,...,n} tako, da ne izberemo dveh zaporednih stevil. Za vsak k > 1 definirajmo
rodovno funkeijo Fi(z) =3 5, f(n, k)z"™.

(a) Izracunajte Fi(x).

(b) Pokazite, da za stevila f(n, k) velja naslednja rekurzivna zveza:
f(n>k) :f(n_2>k_1)+f(n_1>k)

pri pogojun > 2in k > 1.
(¢) S pomocjo rekurzivne zveze iz tocke (b) pokazite, da velja

x2k:—l

(d) Izracunajte f(n,k).

5. Koliko je poti v ravnini od tocke (0,0) do tocke (2n,0), ki nikoli ne zaidejo pod os
x, e lahko delamo samo korake dolzine v/2 v smereh (1,1) in (1,—1)? Opomba:
take poti imenujemo Dyckove poti.

6. Na koliko nac¢inov lahko pridemo iz tocke (0,0) do tocke (n,0), ki nikoli ne zaidejo
pod os z, ¢e so dovoljeni le koraki oblike (1,0), (1,1) in (1,—1)7 Zapisite rekurzivno
enacbo in preverite, da ustreza Motzkinovim Stevilom.



7. (Domaca naloga)
Schroderjevo stevilo 7, je enako Stevilu poti v ravnini od tocke (0, 0) do tocke (n,n),
ki uporabljajo samo korake oblike (1,1), (1,0) in (0,1) in nikoli ne zaidejo nad
premico y = x. Poiscite rodovno funkcijo za Schroderjeva stevila.

8. (Domaca naloga) Ozna¢imo z a, Stevilo nacinov, na katere lahko tlakujemo lik
Na spodnji sliki so prikazana vsa

v obliki stopnis¢a visine n z n pravokotniki.

tlakovanja za n = 4.

(a) Izracunajte ai, as in as.

(b) Poiscite rekurzivno zvezo, ki jim zadosc¢ajo ¢leni zaporedja (a,) in preverite,
da ustreza Catalanovim Stevilom.
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