Poglavje 6

Matriéne norme

Matri¢na norma je preslikava ||.|| : C"*" — R*, za katero velja
(i) [[All = 0, [|A[[ =0 & A =0,

(ii). [[eAll = [af[|All,

(iii). [|A+ Bl < [|A[l +[|Bl],

(iv). ||AB|| < ||A4]|| - ||B||, submultiplikativnost.

Za poljubni matriki A in B in poljuben « € C.

Naloga 6.1 Pokazi, da je

A
1Al = sup ||Ae]| = sup 1421
[ z£0 |||

matricna norma. Tukaj je ||.|| poljubna vektorska norma.

Resitev. Oc¢itno velja ||A|| > 0. Ce velja ||A|| = SUp)|g|=1 ||Az]], sledi da je Ay = 0 za vsak y,
torej je A = 0. Velja tudi

|laAll = sup. l|aAz|| = sup. |al[|Az|| = |af sup [[Az]| = [all|A]].

[|z]|= z||= z||=1
Podobno izracunamo

A+ B|| = sup [[(A+ B)z|| = sup [[Az+ Buz|| < sup ([[Az||+ [[Bz|])

l]|=1 l2]|=1 2] |=1
< sup [[Az||+ sup ||Bz|| = [|A||l +[|B]].
lz]|=1 EE

Lotimo se $e zadnjega pogoja, definirajmo se y = Bzx.

[(AB)z]|

1B = sw [[(ABjal| = sup  WEDE|Ba
|lz[[=1 l2l/=1,Bz0 || B]]
= s a1
lell=1y=Beyzo  \llYll
< s (A(E) I s B
[2]|=1,y=Ba y#0 Hyll ll2ll=1

= sup A=2—||-||B|| < sup ||Ay||-||B]|
lel|=1y=Bzy#0  |Yll llyll=1

= [[All- I BIl-
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20 POGLAVJE 6. MATRICNE NORME

Dokaz je krajsi, ¢e upostevamo definicijo norme in ugotovimo, da velja ||Az|| < ||A||||z||— S
tem smo koncali. Upostevali smo, da je supremum vsote pozitivnih Stevil manjsi od vsote
supremumov. To prav tako velja za mnozenje. Zadnji neenacaj dobimo, ker je supremum po
vecji mnozici kvecjemu veéji. n

Naloga 6.2 (Vaje) PokaZi naslednje.

a) Dokazi, da

Noo(A) = | Dax |agj]

ni matricna norma.
b) Dokazi, da velja ||Al|% = sl(AHA) = 31 | Ni(AH A), kjer so \; lastne vrednosti AT A.

Resitev. a)
Da so prve tri lastnosti matriéne norme izpolnjene hitro preverimo. Matrika ima normo nié,
natanko takrat ko je njen najvedji element po absolutni vrednosti enak 0. Ce matriko mnozimo
s skalarjem, se najvecji element matrike mnozi z absolutno vrednostjo tega skalarja. Pri tretji
lastnosti uporabimo trikotnisko neenakost in dejstvo, da je maksimum vsote pozitivnih Stevil
manjsi od maksimuma Stevilih vsote po posameznih Stevilih. Definirajmo matriki A in B takole

11 11 2 2
S R (I ]

Velja Noo(A) = 1, Noo(B) = 1, Noo(AB) = 2. Veljati bi moralo Noo(AB) < Noo(A)Noo(B),
vendar 2 £ 21. Submultiplikativnost ni izpolnjena. Alternativna moznost je, da take matrike

poizkusimo poiskati v Matlabu z ukazom randi, ku generira celostevilske naklju¢ne matrike
b)
Za B = A" A velja by = Y.0_, Griari = > r—q |axs|®. Tako za sled B dobimo

n n

sled(ATA) =3 <Z |aki|2> = || Al
i=1 \k=1

Matrika AH A je simetri¢na, torej se da diagonalizirati. Podobna je matriki z lastnimi vrednostmi

na diagonali. Sled podobne matrike je enaka sledi prvotne matrike, tako dobimo ||A||% =

sl(AFA) =3 \(AF A). n

Naloga 6.3 (Vaje) Pokazi naslednje:

a) Z=lIAllr < [|All2 < [|Allp
b) Z=llAllse < [|All2 < v/nllAll

¢) Z=lIlAllL < |All2 < v/l Al

d) Noo(A) < [[A]l2 < nNoo(A)



21

Resitev. a)
Vemo, da velja

[A]l2 = max /Xi(AHA) = 01 (A) in ||A[[f: =3 Ai(A7A).
i=1,....,n =

Lastne vrednosti A7 A so nenegativne, saj velja < A Az, x >=< pz,x >= u =< Az, Az >> 0,
\; = 2. Razporedimo jih v zaporedje 03 > 05 ... > 02 > 0. Pozitivni koreni teh lastnih vrednosti

o1 > o2 > ... > 0 so singularne vrednosti matrike A. Oc¢itno je ||A||2 < ||4||r, saj je ||A]|2
enaka o1(A), kar je najvecja singularna vrednost matrike A. Poglejmo si ||A||% = Y1, 02 <
no? = n||Al|2, kar pomeni ﬁHAHF < ||A]]2. Neenacaj dobimo, ker je o1(A) najveéja singularna
vrednost.

b)

Za vektorske norme velja

|2lloc = max |z] < \/Il‘1|2 + ozl = lzll2 < | fnmax |zl = Villz||e,
1<i<n 7

to je ||z]leo < ||z||l2 € V/nl|7||oo- Razmisli zakaj neeneakosti drzijo, vsi sklepi so enostavni. Iz

tega dobimo

|| Az]]2 V|| AZ||o
Ally = max < max ~——————= = /n||A
in
|| Az(] || AZ||oo

> max

1
> g o = |
lell = =20 Vallells — v

[ Alloo-

)

Velja ||A|l1 = ||AT||oo in ||Al|2 = ||AT||2. 1z tega Ze sledi neenakost.

d)
HA[l2 < |Allr = D a2 < [n? H}é}ﬂaijlz = nrfll%XMij’ = nNoo(A).
i?j ’ ’

Iz a) vemo
Za drugi del neenakosti upostevamo a;; = el-TAej. Rac¢unajmo

[14e;ll2
laij| = lei Aej| < [lesllzl|Aej|lz = “—r= < [|A]]2.

llejllz

Prvi neenacaj dobimo po Cauchy-Schwartzovi neenakosti, zadnjega pa po definiciji norme ||A||s.
]

2 -1 3
Naloga 6.4 (Vaje) Izracunaj || |1, || llos || ||F|| 2a | 5 4 1| in oceni || ||2.
-2 -1 2
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Resitev. Izracunajmo

Al = max{|2]+[5]+|=2[, [ =1+ [4]+[ = 1], B[+ [1]+ 2]} =9,
Alloo = max{|2] + [ —1[+[3], [5] + [4] + [1], [ = 2[ + ] — 1| +[2]} =10,
NAllF = VA+1+9+25+16+1+4+4=1/65=8.06226.

Ocenimo || 4|2

1
EHAHF <||All2 < |Al|lr = 4.65475 < ||A||2 < 8.06226
1
—=lAlloo < 11A4]l2 < V3||Alle = 5,7735 < ||A||2 < 17,3205
V3
1
ﬁuAul <||Alla < V3||A]i = 5,19615 < ||A[]2 < 15, 58846

Neo(A) < [|A]l2 £ 3Nwo(4) = 5 < ||A[|2 < 15.

Skupaj dobimo oceno 5.7735 < ||Al]2 < 8.06226. BoljSo oceno dobimo, ¢e poskusimo oceniti
spektralni radij matrike

2 5 —2|[2 -1 3 33 20 7
B=A¥A=1|-1 4 —-1||5 4 1|=120 8 -1
3 1 2| |-2 -1 2 7 -1 14

Za vsako lastno vrednost in vsako normo velja A\;(B) < ||B|r = 50.0899. Vemo, da velja

I|A|l2 < +/||B||F = 7.0774.

Oceno navzdol dobimo, ¢e upostevamo ||Al|s = ||AT |2 in ||Ae;|2 < [|A]l2]les]|2 = ||A]|2, zadnja
enakost sledi iz definicije matriéne norme. Vektorji Ae; so ravno i-ti stolpci, ATe; so i-te
vrstice. Norme vrstic so 5.7446, 4.2426,3.7417. Norme stolpcev so 3.7417, 6.4807, 3. Torej
dobimo ||A||2 > 6.4807. Kon¢na ocena je 6.4809 < ||A|l2 < 7.0774. Ukaz iz Matlaba vrne
norm(A) = 6.9044. V Matlabu preizkusi Se, ¢e smo tudi druge norme izrac¢unali pravilno. [

Naloga 6.5 Matricna norma ||.||ar je usklajena z vektorsko normo ||.||v, ¢ée za vsako matriko A
in vsak vektor x velja ||Az||v < ||Al|m]|z||v-
Dokazi:

a) Za vsako matricno normo ||.||pr obstaja taka vektorska norma ||.||v, ki je z njo usklajena.

b) Za vsako lastno vrednost matrike A in za poljubno matricno normo velja ocena |A(A)| <

Al az-
c) Velja [|Al[7 < ||All1]|Allso-
Regitev. a)

Imamo matri¢no preslikavo ||.||as. Naj bo M preslikava, ki vektorju z priredi matriko M(z) =
{x 0 ... O} . Definirajmo vektorsko normo ||z||y := |[M(z)||ps. Tako dobimo

||Ax\|vz|\[Aa; 0 ... o}HM:HA[x 0 ... O]H

<[JAllmll [Az 0 .. 0] llar = l|Al|ul 2]l



23

b)
Naj bo A lastna vrednost, Av = Av. Po tocki a) obstaja vektorska norma, ki je usklajena z

matriéno. Tako sledi
IAl[vllv = [|Avllv = [[Av[lv < [|Al[arllv]lv,

kar pomeni, da velja |A| < ||A4]|a-

)

Vemo, da je ||A||3 najvecja lastna vrednost matrike A A. Iz b) dobimo

14113 < 147 Alloo < 1A ]loo][Alloo = [|A][1]]Alloc-

Naloga 6.6 Izracunaj ||All1, ||A|lco, ||A||lF in ¢im natancneje oceni ||All2 na obe strani, ce je

[ —Qi,i:L 2,...,77,
Aiy1: = am~+1:n—i,z’:1, 2,...,n,
drugt elementi so enaki 0.
-2 n-1
n—1 —4 n-—2
A= n—2 —6
1
1 —-2n

Upostevaj, da velja
“l, (n—1n@2n-1)
‘= .
. 6

i=
Resitev. Pri ¢ = 1 dobimo za vsoto absolutnih vrednosti v stolpcu n + 1, kar oc¢itno ni
maksimum. Izra¢unajmo

|Ali = max{|—2i|+n—i|+n—i+1]} =max{2i+n—i+n—i+1}
i#1 i#1

= max{2n+ 1} =2n+ 1.
i#1

Ker je matrika simetri¢na velja ||Al|; = HAHHoo = ||A||ss = 2n + 1. Frobeniusova norma je
n n n—1
—1n2n -1
AR =3 @) 25 P =63 2 4 an? = 6" >n6< n=1) 2
i=1 i=1 i=1

n(n —1)(2n — 1) +4n? = n(2n® — 3n + 1) + 4n? = 2n3 + n? + n.
Poglejmo si ocene za drugo normo

1
— < <
\/ﬁ”AHF <[[All2 < ||Allr =

2n3 +n2+n <||All2 <V2n3+n2+n
1

1
\/ﬁl\Alloo < [l All2 < VnllAlle = —=(2n +1) < [|All2 < Vn(2n + 1)

NG

Noo(A) < ||Al]2 € nN&(A) = 2n < [|A]]2 < 202
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Upostevamo Se, da velja ||A]|3 < ||A]]1]|A]|s- Iz tega dobimo
1AlI3 < (2n+1)%,
kar pomeni ||Al|2 < 2n + 1. Za drugo normo smo dobili oceno

on < ||A|l2 < 2n + 1.
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