Poglavje 10

Numericna aproksimacija

Naloga 10.1 Pokazi, da prostori zveznih funkcij niso strogo mormirani za neskoncno normo.
Oglejmo si C([0,1]) in funkcijo

3 1
f(z) {%, %ngl
ing(z)=1-—uz.
Resitev. Izracunajmo Se:
1 2
ES 0<zx<?z
g(x):f(l—iﬁ){?, 23 2 ?
39t gswsl
Tako velja:
%:c—i—%, 0§9:<%
f@) +g(z) = 1, g<z<3
2-32, 1<z<1
Ocitno velja
1 1
2 2

1F + gl = max, () +g(@)| = 1 = max, [/(@)]+ max lg(a)] = 1

Funkcija f ocitno ni veckratnik funkcije g. ]
Naloga 10.2 Vektorski prostor X = R? je opremljen z neskoncéno normo. Podan je vektor
f= {1 3 Q]T in is¢emo element najboljse aproksimacije v prostoru L ({(1,0,0),(0,1,0)}).
(i). Ali je prostor strogo normiran.
(ii). Ali za f obstaja enolicen element najboljse aproksimacije?
Resitev.

(i). Prostor ni strogo normiran, saj bi to zagotavljalo enoli¢nost elementa najboljse aproksima-
cije.

(ii). Za f ne obstaja enoli¢en element najboljSe aproksimacije. Oglejmo si vektorja g1 =
T T
{1 3 0} ingo = {0 3 O] . Ocitno velja [|f — g1lloo = ||f — 92]cc = 2.
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Naloga 10.3 Danih je n tock v ravnini. Poisci premico, ki po metodi najmanjsih kvadratov
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aproksimira tocke. Preveri formulo za tocke (1,2),(2,3),(3,5),(4,8).

Resitev. Zapisimo ciljno funkcijo

n

f(a,b) = Z(a:ci +b—y)?

=1

. Is¢emo za katera a in b je dosezen minimum.
Izracunajmo parcialna odvoda in resSimo sistem

of

da

Iz ¢esar dobimo linearni sistem

n
1=

Naloga 10.4 Dan je interval [—1,1] in funkcija f(x) = e®. Poisc¢i premico, ki f najbolje
aproksimira po zvezni metodi najmanjsih kvadratov. Torej v normi, ki jo porodi skalarni produkt:

< f,g >= /11 f(x)g(x)dzx.

Resitev. Minimizirati moramo

H(a,b):/1

Velja
OH Lo
Sa —/_1 2(e” — ax — b)(—z)dr —

OH Lo
o —[1 2(e* —ax — b)(—1)dx —

—1+e?
2e

Iz ¢esar dobimo a = % inb=

2

1 %3

[Z?:l L

n

r —e€

T

€

-1

a3 x2

Cas _p

37
2

Zfax—fbx
2

= QZazi(ami—kb—yi) =0
i=1

(e® —az — b)2.

-1

-1

e+el—etel—a==0

e—e !t —2p=

Naloga 10.5 Podan je prostor funkcij z diskretnim skalarnim produktom

<[f,9>=f(1)g(1) +2f(2)g(2) +2f(3)9(3) + 2f (4)g(4) + f(5)g(5)

Poisci prve tri ortogonalne polinome z uporabo Gramm-Schmidtove ortogonalizacije. Preizkusi se
rekurzivno tricleno rekurzijo za izracun ortogonalne baze. Aproksimiraj funkcijo f(x) = 20082(%)

po metodi najmanjsih kvadratov s parabolo.
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Resitev. Zaénemo z bazo prostora 1,z,z2. Izra¢unamo < 1,1 >= 8. Kar pomeni, da po
_ 1

normiranju dobimo fi(z) = 75 Izrac¢unamo < %,x >= 64/2. Odstejemo projekcijo na prvi
vektor ho(x) =  —6v/2/4/8 = 2 — 3. Dobljeno moramo $e normirati, tako dobimo < hg, hg >= 12
in fo(z) = ho(z)/V12 = x;g
>= 212 in < fo,2% >= 12v/3 in tako dobimo

15

hs(x) = 2% — 21V2f1(x) — 12V3fo(z) = 2% — 62 + 5

R

Izra¢unamo Se < fi,x

Izra¢unamo Se < hs, hg >= 18 in tako dobimo f3(z) = J%(xz — 62+ 12).

Najboljsa aproksimacija za funkcija f(x) je torej ravno ortogonalna projekcija na prostor
razpet z 1,z,z?. Ker poznamo njegovo ortogonalno bazo, je potrebno izracunati le skalarne
produkte < f, fi >, < f,fo>in < f, f3 > . n
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