Poglavje 11

Polinomska interpolacija

Polinom L, ;(z) = H?:O,j;éi% je Lagrangeev bazni polinom. Naj bo I,,(z) polinom, ki se s
funkcijo f ujema v tockah =z, ..., z,. Potem je to ravno polinom

L(0) = 3 Fla) Luile).
=0

Ce definiramo w(z) = I j(z — ;), lahko zapiSemo
w(x)
(x — ) (z;)

»Cn,i (.’E) =

Za ostanek n + 1-krat odvedljive funkcije na [a, b], velja

(n+1)
) = dole) = Vo)

za nek ¢ € [a,b]. Veljati mora, da je x; € [a,b].
Naloga 11.1 DokaZi, da velja > 7 Ly i(x) = 1.

Resitev. Ce za f vzamemo kar konstanto 1, iz enacbe za ostanek dobimo Zeljeno enakost.
Odvod konstante je enak 0. [
Lagrangeva oblika interpolacijskega polinoma ni najprimernejsa za konstrukcijo in racunanje
vrednosti interpolacijskega polinoma. Porabimo namrec¢ veliko stevilo operacij, poleg tega mora
biti stopnja polinoma vnaprej doloéena. Boljse so zaporedne linerne interpolacije in tudi deljene
in konc¢ne diference.

Nevilleova shema
Naj bo I; . ;41 interpolacijski polinom, ki se ujema z f v tockah z;, ..., z;;. Potem velja
1 z—x; L sam_1(x
L ivk(T) = —— i (@)
Tivk — Ti | T — Titk Ii+1,...,i+k($)
Primer Nevillove sheme za 4 tocke:
Li | L — T4 | Yi
To | T — o | Yo

I
T | T—x1 | N Io12

I Ip123
To | T — T2 | Y2 I23

I>3

r3 | — I3 | Y3
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50 POGLAVJE 11. POLINOMSKA INTERPOLACIJA

Naloga 11.2 Poisci vrednosti interpolacijskega polinoma v tocki x = 1 za podatke xg = 3,21 =
2,9 =5 in f(z0) =2, f(z1) =4, f(z2) = 0.

Resitev.
Li r—x Yi
ro=3|x—x9g=—-2|1ygp=2
Ip1 =6
r1=2|x—x1=—-1|yy =4 [012:%&‘
Lo=3%
To=5|x—x9=—-4|y2=0
Do vrednosti smo pris¢i z naslednjim postopkom
1 Tr — X Io(CL‘) -2 2
Ol(x) 1 —Tp| T —21 Il<1’) -1 4 ’
1 x—x1 Ii(x) 1 -1 4 16
I = = — e
12(2) xo—x1 | *— w2 I2(x) 31 -4 0 3’
1 r — X 101(1’) 1] -2 6 20
1 = B _ =
012(7) xo—x0 | T — 22 I12(x) 21 —4 ? 3
L]
Deljene diference
Deljena diferenca [xg, . ..,xk]f je vodilni koeficient interpolacijskega polinoma stopnje k, ki se
ujema z f v paroma razli¢nih tockah xg, z1,...,zE. Velja Se
n
I,(z) = [zo] f + Z(az —x0) - (x — mi—1)[x0, 1, . - ., T
i=1
Za k-krat zvezno odvedljivo funkcijo velja
1
[on, Tly--- ,[Ek]f = E (k)(C)
Za n + 1-krat odvedljivo funkcijo f velja
flx) = Ly(z) = (x —x0) ... (x — zp)[x0, 21, - . ., T, ] [

Vrednosti deljenih diferenc najlazje izracunamo s pomocjo rekurzivne formule:
FARICD) L
(21, 25 zisklf = e 7a T =...= Tk

4y Li4ly -y Litk|] = @iy — 1, T 1o s @i k| f = [T s — 1,541, Tig k) f
LTs—Tr

78 Tg 7 Tp.

Naloga 11.3 Naj bo f C'-funkcija in naj bodo o < x1 < ... < x,. Poisci polinom p stopnje
2n+1, ki se bo z dano funkcijo f ujemal dvakratno, to je v vrednostih in odvodih. Poisci polinom
H,(z), tako da bo veljalo Hy(x;) = f(x;) in H) (x;) = f(z;). Poleg tega naj velja A;(x;) = dij,
Al(z;) = 0, Bi(z;) = 0 in Bi(zj) = 8. Polinoma poizkusi poiskati sam. Ce ti ne uspe, lahko
dokazes, da temu zadoscata kar nastavka

m

Bi(z) = (x — ;) L2,



Resitev. Ocitno velja Bi(z;) =0, saj je Lin(z;) = d;5. Izracunajmo
Bj(x) = L3,(x) + 2(x — 2j) Lin(2) L} ().
Torej velja Bj(x;) = 5% = d;5. Velja tudi
Ai(xy) = (1= 2L, (o) (w5 — 20)) L5, (x5) = (1= 2L5,,(25)055 (x5 — 2:)) 05 = 6.
Izracunajmo Se
Aj(x) = =2L5, () L5, (2) + (1 = 25, (21) (@ — ) 2Lin () L ().

Torej je Ai(xj) =0 za i # j, saj je Lin(x;) = 0. Za j = i dobimo

Al(xy) = =2LL, (x;) + 2L, (z;) = 0.

o1

|
Naloga 11.4 Dana je funkcija f(x) = ﬁ.
(i). Preko deljenih diferenc poisci interpolacijski polinom stopnje 5, za katerega velja:
p(0) = £(0), P'(0)=f(0), p"(0)=f"(0), p(1)=f(1), p(1)=f(1)
in p''(1) = f"(1). Izra¢unaj njegovo vrednost v x = 1.
(i3). Cimbolj oceni napako max |f(z) — p(x)| za x € [0, 1].
Resitev. (i)
Izra¢unajmo A A
— 8
_ / _ " _
Tako dobimo
f(0) =4, f(0)=—4,f"(0)=8, f(1) =2, f'(1)=~1, f"(1)=1
Uporabimo Newtonovo obliko interpolacijskega polinima
p(l‘) = [.T()]f + Z(I’ - .’EQ) tee (13 - xi—l)[$07 AR 7xl}f
i=1
< : FM (x0) F® (x0) “inai : :
Upostevamo, da velja [xo, zo|f = ——, [T0, 0, To]f = ———. Izracunajmo deljene diference:
0|4
—4
04 4
4 -2
04 2 1
1 .
A
12 L
1 -1
1|2 :
—1
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52 POGLAVJE 11. POLINOMSKA INTERPOLACIJA
Tako dobimo interpolacijski polinom

p(z) =4+ (—4z) + 42% + (—2)2° + 23(x — 1) + (—=23(z — 1)?).
Vrednost polinoma izracunamo po Hornerju:

p(w):4+x<—4+m(4+x(—2+(a¢—1) <1+(:c—1)—;>>>).

Tako dobimo

1 1 1 1,1 171
—)=44+-(—4+ -4+ =(-2—-=(—= = —.
P(G) =4+ 54+ S+ S (2= S () = o
(i)
Ocenimo $e napako. Vemo, da velja
(6)
£(&) (@) = la(@ — 170.0,0.1,1, Lalf] = o — 17 - D)
Sesti odvod funkcije je enak
4-2-3-4-5-6-(—1)°
6) () =
7@ (I+a) |
Torej velja f©)(¢) < 4-6!. Ocenimo e
11 1
23— 1) = ol — DI < (53)° = 55
Dobili smo oceno L 4.6l )
|f(z) —p(z)| < B el = 16
|
Naloga 11.5 Izracunaj deljeno diferenco
T
[x()vxlv"‘ 71.71] <1 +$> )
kjer so tocke razlicne, tj. xj # x; 2a i # j.
Resitev. Oznacimo f(z) = Him, Nalogo resimo z indukcijo. Najprej poglejmo, kaj dobimo za
bazo indukcije in Se en primer.
(w0, 21]f = [$1]1%C - [95‘0]1%6 _ 1_%1 - 1-7—7250 _ T + ZoT1 — To — Tox1
’ Tr1 — X0 r1 — X0 (:L'l —xo)(1+x1)(1+x0)
B 1
N (1 + 1‘0)(1 + xl)'
1 1
(2. 20, 20]f = [0, 1] 15 — w221y | (Feo)(e) — (Fen(tes) _
0 ’ xr1 — T3 Tro — T2
l+zo—1—19 -1

(1 +20) (1 +21)(1+z2))(xo — 20) (1 +z0)(1+a1)(L +a2)



53

Nasa indukcijska predpostavka bo torej

[wo " - _1] €T _ (71)n
b e T U4 a) I+ 21) . (L4 2ny)

Tako dobimo

20, X15 -y Tn—1)f — [T1,. .., Tl f
[xo,ml,...,xn]f:{ X1, ’T;O]_xn[ —— _

n 1 n 1
(_1) (I+zo)(A+z1)...(1+2n) (_1) (I4+xo)(1+x1)...(14xn)

Ty — Tp N
(_1)n(1 +x, —1—1x0 . (—1)n+1
(I+20)1+21)...(L+2,) (w0 —20) (T +20)(1+21)...(1+2,)

Naloga 11.6 Izracunaj napako interpolacije za f(x) = sin(x) na [0, §] s tockami 0, {5, & splosno
in pri Hermitovi interpolaciji, kjer zahtevamo Se ujemanje odvodov.

Resitev. Vemo, da velja
|f(x) — p3(x)| = [(x — 20)(x — z1)(z — @2)[w0, 21, T2, 2] f| =

AICY |

3
Pisimo $e h = {5. Tako velja x; = xo + i - h. Izracunati moramo ||z(z — h)(z — 2h)||s na [0, §].
Izracunajmo odvod

[(z — zo) (2 — z1) (7 — z2)

(x(z — h)(x — 2h)) = z(x — h) + (x — h)(z — 2h) + x(x — 2h) =
322 — 6hx + 2h? = 3(x — h)? — h>.

Nicli sta torej z12 = h(1 £ ?) Samo ena lezi na nasem intervalu. Makismum je torej

-+ L2 = -y = 2,

Torej je

3) i
@) - oo < 2van L E = BTy 15000

V primeru Hermitove interpolacije dobimo

|f(x) — pe(2)] = |(z — 20)* (= — 21)*(x — 22)?[20, T0, T1, T1, T2, T2, 7] f| =

(6)
’1_2(1, o h)Z(CC o 2h)2f 3'(C) |
Naredimo iste ocene kot prej in dobimo

(6) .
£0) — oo < (VRIS = (TPt = 330007

Upostevamo Se, da velja

. 1
||5in®) || o 0.7/6) = 5
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Naloga 11.7 Dane so tocke xg,x1, ..., Ty in ustrezne vrednosti y; = f(x;). Kako bi izracunali
f~Y(y) v dani tocki y? Funkcija f mora biti monotona.

1. mozZnost

Skozi tocke (x;,1;) napeljemo interpolacijski polinom p(x). Priblizek = za f(~1(y) dobimo kot
reSitev enacbe p(x) = y.

2. moznost

Zamenjamo vlogi x in y. Skozi tocke (y;, z;) napeljemo interpolacijski polinom p(y). Primera
z enakimi y nimamo zaradi monotonosti. Priblizek = za f~!(y) dobimo kot vrednost p(y) v
tocki y. Ta postopek ponavljamo iterativno. Ce poznamo funkcijo f, potem za priblizek x
izracunamo f(z) in tocko (z, f(z)) zamenjamo z najbolj oddaljeno tocko (z;,y;) gledano po y.
Red konvergence je vedno med 1 in 2. Ko gre n — oo, gre red proti 2.

Naloga 11.8 Naredi dva koraka inverzne interpolacije za izracun arcsin(%), kjer so dane tocke
o = 0,3:1 = %,wg = g

Resitev. 1. korak
Za ta primer je f(z) = sin(z). Izracunamo Se sin(0) = 0,sin(7/6) = 1/2,sin(n/2) = 1. Torej
imamo zg = 0,y0 = 0,21 = 7/6,y1 = 1/2,290 = 7/2,y2 = 1. V prvem koraku zamenjamo vlogi x
in y in izrac¢unamo interpolacijski polinom v y in izracunamo p(1/3).
2. korak
Pogledamo vrednost f(z3) in odvrzemo najbolj oddaljeno toc¢ko po koordinati y. [
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