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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Minimum funkcij na R" \

Naj bo P(x),z € R™ v okolici tocke x* vsaj dvakrat zvezno odvedljiva.
Razvijmo jo v Taylorjevo vrsto okoli x*

1
P(z* +ey) = P(z*) + ey VP(z*) + 552yTH(P, *)y + £20(ey)

pricemer jee > 0iny € R"™.

Kdaj ima funkcija P(x) v tocki * minimum? V neki dovolj majhni okolici
tocke x* funkcija P(x) nima vrednosti manjse od P(x*).

Recimo, da b1 obstajal tak y, da je
y! VP(z*) <0

Tedaj, ker €2 gre hitreje proti 0 kot £, je mogo&e najti 6 > 0 tako, da za vsak
£,0 < e <9 velja
P(x* 4+ ey) < P(x")

kTo pa pomeni, da toCka ™ ni minimum — protislovje. /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Minimum funkcij na R"
Torej je potreben pogoj za to, da je v tocki z* minimum

vy : y' VP(z*) > 0

le, ¢e je VP(z*) = 0. Podoben sklep velja tudi za maksimum.
Tockam, v katerih je V P(z) = 0 pravimo stacionarne tocke.

Naj bo z* stacionarna tocka. Teda;j je
1
P(x* +ey) = P(x") + 552yTH(P, ¥ )y + £20(ey)

Ce bi bil yTH (P,z*)y < 0 zakak y € R"™, bi zopet veljalo za dovolj
majhne € > 0
P(x* 4+ ey) < P(x")

Kkar pomeni, da tocka z* ni minimum — pritislovje.

Toda, ker mora ta neenakost veljati tudi za vektorja y in —y, je to mogoce

~

/
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/ ... Minimum funkcij na R"

Torej mora v minimumu veljati
vy e R": gl H(P,2*)y >0

Ce v tem pogoju za vse y # 0 velja strogi neenacaj, je tocka z* strogi

1zrek:

funkcija P naloge (R™, P, Min) (lokalni) minimum v tocki x*, je
VP(x*)=0

in, da je Hessova matrika H(P,x*) pozitivno semi-definitna. Ce je

pozitivno definitna, je v tocki x* strogi (lokalni) minimum.

kmatiéno izpolnjen. Zato zadostuje Ze prvi.

minimum; sicer je potrebno stvar Se preuciti. Povedano strnemo v naslednji

IZREK 1 Potreben pogoj za to, da ima zvezna in dvakrat zvezno odvedljiva

Pr1 dvakrat zvezno odvedljivih konveksnih funkcijah je drugi pogoj avto-

~

/
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4 N

Regresijska premica

Imamo n podatkov, meritev

(i, yi), i=1,....,n

pri Cemer imata vsaj dve toCki razlicno absciso. Kako dolociti premico
y = ax + b, ki jih najbolje povzema? ObiCajno uporabljamo metodo
najmanjSih kvadratov. Premico doloCimo tako, da je vsota kvadratov
napak — odstopanj posameznih toCk od premice najmanjsa. Tako dobimo
optimizacijsko nalogo (R?, P, Min), kjer je

n

P(a,b) = > ((ax; +b) —y;)°

1=1

Naloga zadoscCa pogojem izreka.

o /
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/ ... Regresijska premica
Iz pogoja VP = 0 dobimo enacbi

OP &

5 = ; 2((ax; +b) —yi)x; =0
OP &

T 22((&5Ei+b) —yi) =0

z reSitvijo
D SEVED SED RS ¥
ST SEC) S LT Ok |

oziroma, &e vpeljemo oznako Z = +

n 2%

y
2 Y

g

=
||
%l <

b=79y—ax

—

o
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Regresijska premica \

Poglejmo Se Hessovo matriko

o2p 92p

2
9aZ  Dadb xt Yz
H = , , =2
o2P  92P
T n
obda  0b2 2

Kerie A1 =2 22 >0in Ay =4(nY 22— (> 2)*) =23 (#; —z;)* > 0,
je matrika H pozitivno definitna in zato funkcija P strogo konveksna. Torej je
regresijska premica enoli¢no doloCena.

Kriterijska funkcija, ki meri napako po metodi najmanjSih kvadratov je prece;j

obcutljiva na vecje napake in tujke (outliers). Zato v takih primerih nekateri raje
uporabljajo kriterijsko funkcijo, ki temelji na absolutnih napakah

P(a,b) = > |(aws +b) ~ ui

Seveda pa te naloge ne moremo veC ugnati z gornjimi sredstvi.

/
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/

takrat, ko velja:

dobimo drugi pogoj. Torej velja:

Vrsi.

o

Sedla

Tocka (z*,u*) € ® x ¥ je minmax-sedlo funkcije G : ® x ¥ — R natanko

Viz,u) € ® x U : G(z,u") > G(z",u") > G(z™, u)
in je maxmin-sedlo funkcije G natanko takrat, ko velja:
Viz,u) € ® x U : G(r,u") < G(z",u") < G(z*, u)

Ce enega od pogojev za sedlo pomnozimo z —1 se neenakosti obrnejo —

IZREK 2 Funkciji G(x,u) in —G(x,u) imata ista sedla, a nasprotnih

~

/
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4 N

...Sedla

Koli¢ino G(z*,u*) imenujemo vrednost sedla (z*,u*). Da je slednje

smiselno, nam zagotavlja naslednja lastnost:
IZREK 3 Vsa sedla iste vrste imajo enako vrednost.

Dokaz: Zaradi simetrije bomo dokazovali samo za minmax-sedla. Bodita

(x*,u*) in (Z, ) minmax-sedli. Potem po definiciji velja:
G(z*,u) > G(z,u) > G(z,u") > Gz, u") > G(z*, u)

kar je mogoce le, e povsod velja enacaj. Torej je res G(x*, u*) = G(Z, u).
[]

o /
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/

Torej je res tudi

kkar je bilo treba pokazati.

...Sedla

G(r,u*) > G(x",u*) > G(x*,u) in

Iz prej$njega dokaza vemo G(Z,u*) = G(

Iz gornjega dokaza je le Se majhen korak do lastnosti:

Napis$imo pogoja: za vsak (z,u) € & x W velja:

G(z,u

r*u*) =

G(z,u) > G(x,u) = G(z*,u) =G(z™,u”

~

IZREK 4 MnoZica sedel iste vrste funkcije G : ® x ¥ — R je oblike
O, x Uy, kjer sta Py CPinV, C W,

Dokaz: Bodita (z*,u*) in (Z, u) minmax-sedli. Tedaj sta minmax sedli

tudi (z*,u) in (Z,u*). PokaZimo, na primer, da je (z*, ) minmax-sedlo.

) > G(z,u) > G(z,u)

Univerza v Ljubljani
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4 N

Izrek o mini-maxu

Sedaj pa si ogleymo Se najpomembnejsi rezultat tega razdelka, ki daje

potreben 1n zadosten pogoj za obstoj sedla.

IZREK 5 Funkcija G : ® x ¥ — R ima minmax-sedlo natanko takrat, ko
obstaja tocka (x*,u*) € ® X U, tako da velja:

gleig Sgg G(x,u) = r?flea\ffcggg G(x,u) = Gz, u")

in ima maxmin-sedlo natanko takrat, ko obstaja tocka (x*,u*) € ® x U,

tako da velja:

- o _ .
rwngq))cirél\y(?(x,u) {Lnelgilég(?(x,u) G(x™,u™)

Dokaz izreka najdete v zapiskih.

o /
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4 N

Primeri sedel

Brez vecjih tezav lahko sestavimo primere funkcije GG (obicajno so podane
z matriko), ki so ali brez sedla, ali imajo samo sedla enega tipa, ali pa imajo
sedla obeh tipov. Tako ima na primer funkcija G podana z matriko:

U min, | max,,
1 2 3 4
1|1 0 5 2 0 5
x 212 2 4 73 2 4
310 1 7 2 0 7
min,, O 0 4 2 4 =4
max, 2 2 7 3|12=2

dve maxmin-sedli (2, 1) in (2, 2) ter eno minmax-sedlo (2, 3).

o /
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/

oCitno 1z 1zreka 3.

o

... Primeri sedel

Za nadaljne 1zreke o obstoju sedel je potrebno privzeti dodatne lastnosti za
funkcijo G in mnoZici ® in ¥; npr. odvedljivost, konveksnost/konkavnost,

Iz analize vemo: Naj bo G : R x R — R v okolici to¢ke (z*,u*) dvakrat
zvezno odvedljiva funkcija. Zato, da je (z*, u*) analiticno sedlo, zadostuje,
da velja VG (x*,u*) = 0inje H (G, (z*,u*)) negativno definitna.

Vendar pa ni vsako analiti¢no sedlo tudi sedlo v smislu tega razdelka, kar je

~

/
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/

Naj bo dana funkcija G : ® x ¥ — R, ki dolo¢a funkciji

Prirejene in dualne naloge

P(x) = sup G(z,u) in Q(u) = inf G(x,u)

ueWw red

na G.

I1ZREK 6 Za s funkcijo G : ® x U — R doloceni funkciji P in Q velja:
V(z,u) € ® x ¥ : P(x) > Q(u)
Dokaz:

P(z) = sup G(x,v) > G(x,u) > inf G(y,u) = Q(u)

vevw yed

o

potem pravimo, da sta si nalogi (®, P, Min) in (¥, QQ, Max) prirejeni glede

~

[

/
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/

Dualne naloge

tocki (x*, u*) pa dualna tocka.

mnozic ¥ in ® prazna.

o

V primeru, ko obstaja tocka (z*,u*) € ® x W, za katero velja enakost

P(x*) = Q(u*) pravimo, da sta si prirejeni nalogi dualni ali pridruZeni;

Opomba: Gornja definicija dualnosti je nekoliko ozja od tiste, ki jo
obiCajno sreCamo v literaturi. Z njo se odpovemo primerom, ko je neka od

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Dualne naloge — lastnosti \

IZREK 7 Bodita glede na G prirejeni nalogi (®, P, Min) in (¥, @), Max)

dualni in naj bo (x*,u*) dualna tocka, potem velja:

a. r* € Min(®, P) in u* € Max (¥, Q)
b. min(®, P) = max(V, Q) = G(z*,u*) = P(z*) = Q(u")

Dokaz:
a. Iz izreka 6 izhaja, da velja za vsak z € ® : P(x) > Q(u*). Po predpostavki

Q(u*) = P(x*) izhaja naprej P(x) > P(z*); kar pomeni, da je res x* € Min(®, P).
Podobno pokazemo tudi, da je u* € Max (W, Q).

b. Ker sta po delu a z* € Min(®, P) in u* € Max(V, Q), je po definiciji in predpostavki
min(®, P) = P(z*) = Q(u*) = max(V¥, Q).

Pokazati moramo Se, da lahko v ta spisek enakosti dodamo tudi G(z*,u*). Izhajamo iz
neenakosti G(x, u*) > Q(u*) = P(z*) > G(«*,u). Postavimo vanjo x = z* in u = u*

pa dobimo
Glz*,u*) > Q(u*) = P(z™) > G(x™,u™)
kkar je mogoce le, Ce povsod veljajo enacaji. S tem je trditev dokazana. EI/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &
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/ Dualnost in sedla \

Zvezo med dualnostjo in sedli nam daje naslednji 1zrek:

IZREK 8 Glede na funkcijo G : ® x ¥ — R prirejeni nalogi (®, P, Min)
in (U, Q, Max) sta si dualni natanko takrat, ko ima funkcija G minmax-
sedlo.

Dokaz: V eno smer (dualnost = sedlo) je trditev Ze skoraj dokazana. Naj bo (z*,
dualna tocka. Upostevajmo v neenakosti iz prejSnjega dokaza koncno ugotovitev P(x

u*)
*) —
Q(u*) = G(z*,u*) pa imamo:

G(z,u*) > G(z™,u*) > G(z™,u)
Torej je (x*, u™) res minmax-sedlo.

V nasprotno smer (sedlo = dualnost) pa sklepamo takole: Naj bo (z*, u*) minmax-sedlo.
Potem je po definiciji Vu € ¥ : G(z*,u) < G(z*,u*). Torej tudi:

P(z*™) = sup G(z™,u) < G(z",u”™) inpodobno Q(u™) = infb G(z,u™) > G(z™,u")
uewvw TE

koziroma P(z*) < Q(u*). Od tu po izreku 6 sledi enakost P(z*) = Q(u*). D/
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/ Enakovrednost dualnih nalog \

Vzemimo sedaj poljubna z* € Min(®, P) in u* € Max(¥, Q). Ce sta
si nalogi (®, P,Min) in (¥, @), Max) dualni, potem je tocka (x*,u*) po
1zreku 7.b dualna toCka in po 1zreku 8 minmax sedlo. Po drugi strani
iz izreka 8 in izreka 7.a izhaja, da je vsako minmax-sedlo (z*,u*) €

Min(®, P) x Max (¥, Q). Kar pomeni, da mnozica minmax sedel funkcije
G sovpada z mnozico Min(®, P) x Max (¥, Q).

Vpeljimo Se relaciji
(o) ={u: Q)= P(x)} in  Ou)={a: Pz) = Qu)}

pa vidimo iz pravkar povedanega, da mora veljati Vx € Min(®, P) :
7(x) = Max(V, )) oziroma

rMin(®,P))= | ) 7(z) =Max(¥,Q)
£E€Min(®,P)
kin podobno za 6. Torej sta 7 in 6 translatorja. Povzemimo: /
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/

o

... Enakovrednost dualnih nalog

IZREK 9 Glede na G dualni nalogi (®, P,Min) in (¥, Q, Max) sta

enakovredni in velja:

{(x,u) € ®x ¥ : P(x)=Q(u)} = Min(®, P) x Max(V, Q)

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

Najpogosteje pridemo do prirejene naloge z Langrangeovo funkcijo.

Lagrangeova prirejenost

Poglejmo, kako to naredimo:

Naj bo optimizacijsko obmocje ® naloge (®, P, Min) podano takole

={rxrecQ:P(x)<0,iel, Pi(x)=0,5€J}, IuJ=1.n

neprotislovne. Ce obstaja tocka z € €, tako da je Pi(z) < 0,7 € I, je
naloga strogo neprotislovna. ToCki x reCemo tudi Slaterjeva tocka.

pogojema
Pj($)<0 in —Pj($)<0

Predpostavimo zacasno, J = ().

~

in naj bo ® # (). V primeru, ko je ® # (), pravimo, da so omejitve in naloga

Opomba: Pogoj oblike P;(x) = 0 nadomestimo z dvema enakovrednima

/
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/

Oznac¢imo u = (uy, Uz, ..., U, ) in P(z) = (P (x), P2(x), ..., Py(x)) ter
(u,v) = Zu@-vi

potem lahko definiramo Lagrangeovo funkcijo L :  x (R )™ — R naloge
(®, P, Min) takole:

~

Lagrangeova funkcija

L(z,u) = P(z) + (u, P(z))
Od tu dobimo (glede na L) prirejeni nalogi (2, P*, Min) in (RZ )", Q, Max),
kjer je

P*(zx) = sup L(x,u) in Q(u) = ingL(az,u)
ue(R)" TE

PokaZzimo najprej, da je naloga ({2, P*, Min) enakovredna osnovni nalogi!

/
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/ Prva prirejena naloga je enakovredna osnovni

Nastopita dva primera:

(u,P(x)) < 0. Todazau =0je (u,P(z)) =0 in zato

sup (u,P(z)) =0
uE(RaL)"

Torej je v tem primeru P*(x) = P(x).

b) z ¢ ®; tedaj je vsaj en P;(x) > 0. Definirajo zaporedje (uy ) takole:

Ui ,; — kéw

J
Tedaj za k — oo tudi (ug, P(z)) — oco. Torej je

P*(z) = sup (u,P(z)) =00
uc(Ry )"

o

~

a) r € @ ; tedaj so vsi P;(x) < 0; kar pomeni, da je tudi P(x) < 0 in dalje

/
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/

... Prva prirejena naloga je enakovredna osnovni

Povzemimo :
Plx) z€®

Prie) = 00 reQ\d

(®, P,Min) in naloge (€2, P*, Min); &e pa je naloga ((RJ)", Q, Max)
dualna nalogi (£2, P*, Min), zaradi tranzitivnosti enakovrednosti in ena-

kovrednosti dualnih nalog izhaja, da je tudi naloga ((R{)™, Q, Max)

enakovredna osnovni nalogi.

o

Ker je po predpostavki ® =~ (), izhaja od tu enakovrednost osnovne naloge

~

/
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4 N

Druga prirejena naloga

Seveda moramo funkcijo Q)(u) dolociti v vsakem primeru posebej. Poglej-
mo Se primer pogoja oblike P;(x) = 0. Ta nam v Lagrangeovi funkciji

prispeva Clena
ut Py(x) —u Pi(z) = (ut —u")Py(x) = uP;(x)

Iz te enakosti vidimo, da lahko oba Clena nadomestimo z enim samim, pri
tem pa moramo pogoja ut, u~ > 0 nadomestiti (omiliti) z u € R.

Ce so P, P, konveksne in je naloga resljiva, ima L sedlo.

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Druga prirejena naloga je ’lepa’ \
IZREK 10 Glede na L prirejena funkcija QQ(u) je konkavna.
Dokaz: Vzemimo v,w € (R1)™ in naj bo
u=Av+(1-XNw, A€ [0,1]

Tedaj velja

Q) = inf Lizu) = inf (P(x) + (. P(x)
= ;Ielg(()\ + (1 —=X)P(x) +(AWv+ (1 —-Nw,P(z))

upostevajmo Se inf(f + g) > inf f + inf g pa lahko nadaljujemo

>\ ing(P(a?) + (v,P(x)) + (1 = \) 12£(P(a:) + (w, P(z))
re T

— AQW) + (1- NQ(w)

o =/
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/

globalni.

o

Druga prirejena naloga

Opomba: V gornjih razmisljanjih o prirejenih nalogah ni nobenih posebnih
predpostavk o naravi P, P; in ®. Na primer, ko je 2 = Z™, funkcija () ni
odvedljiva; vendar je zaradi konkavnosti vsak lokalni maksimum «* tudi

V splo$nem je prirejeno nalogo torej laZje reSevati. Zal prirejeni nalogi
nista vedno dualni (enakovredni). Kljub temu zaradi

max((R{)", Q) = Q(u*) < min(®, P)

vrednost ) (u*) ali njeno oceno lahko uporabljamo za spodnjo mejo P.

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Primer uporabe Lagrangeove prirejenosti

P(z,y) =z +y°

®={(r,y) €cR*: 22 +y < —4}

PripadajoCa Lagrangeova funkcija je
L(z,y;u) =2° +y° +u- e +y+4), u>0
Ker sta kriterijska funkcija in omejitev konveksni ima L sedlo. Pois¢imo

uw) = inf L(z,y;u
Q(u) - (2, y;u)

Ker je L zvezno odvedljiva, lahko inf dolo¢imo po izreku 1z pogojev

L oL
a—:2x+2u:O ——

— 9 — 0
Ox oy y+u

o

~

PokaZzimo, kako lahko uporabimo dualnost pri reSevanju naloge (®, P, Min)

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

4 N

... Primer uporabe Lagrangeove prirejenosti

od koder dobimo

. . U
T = —u = ——
YT
Torej je
. Hu?
Qu) = L(z,9,u) = —— Tdu
Funkcija (Q(u) je parabola in doseZe maksimum v temenu u* = %. Torej je
8 4 16
* —_ — — * = — — * o P * * —
x =Y - Q) =PEhy) =+

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek \
Poglejmo ponovno postopek iz primera na nalogi (®, P, Min), kjer je
¢ ={xecR":P(x)<0,0el, Pi(x)=0,5€J}
PripadajoCa Lagrangeova funkcija je
L(x,u) = P(x) + (u,P(x))
pri Cemer, e zapiSemo u = (uy,uy), je uy > 0. Dolo¢imo

Q(u) = inf L(x,u)

xcR™

oziroma, $e nekoliko ve¢, dolo¢imo x*(u) € R™, za katerega je

Ce je L zvezno odvedljiva po x, mora po izreku 1 x*(u) zado§¢ati pogoju
V.L=0

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek \

in, e naj si z resitvijo prirejene naloge pomagamo pri reSevanju osnovne
naloge, morata biti nalogi dualni

Torej mora veljati
P(x") = L(x",u") = P(x") 4 (u”, P(x"))
oziroma
0=(u",P(x*) =) uPi(x*)+ ) u}P;(x*)
i€l jeJT

Ker je P;(x*) = 0, € J, je drugiClen enak O in preostane ) ., u; P;(x*) =
0. Toda, u} > 0, P;(x*) < 0,¢ € 1, in zato kon¢no

\ WP(x*) =0, i€l /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek \

Iz povedanega lahko povzamemo (potrebnostni) del Karush-Kuhn-Tucker-
jevega izreka:

IZREK 11 Naj bodo P in P,k € K = I U J zvezno odvedljive funkcije
in naj ima Lagrangeova funkcija L sedlo. Potem je potreben pogoj za to,
da ima naloga (®, P, Min) v tocki x* € ® lokalni minimum, obstoj realnih
Steviluj,j € Jinu; > 0,1 € I, za katere velja:

VoL = VoP(X*) + ) w; Vo Py(x*) + ) u; Ve Py(x*

el jed
in

wPi(x*) =0, i€l

Poleg pogojem za u; mora reSitev x*, ¢e naj bo dopustna, zadoscCati Se
omejitvam

k PZ(X*) <0, 2€el n Pj(X*):O, 1€ d /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

sedla (x*, u*).

o

... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek

Za konveksne naloge velja tudi obrat.

slovna in J = (), so Karush-Khun-Tuckerjevi pogoji tudi zadostni.

Z resitvijo tako dobljenega sistema enaCb dobimo kandidate za “lokalna”

IZREK 12 Ce je osnovna naloga (@, P, Min) konveksna, strogo neproti-

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek \

Dokaz: 1z konveksnosti funkcij P in P; izhaja, da v to¢ki x* velja

3
X
Vv

> P(x*)+ VP (x")(x — x¥)
Pi(x) > P(x")+VP'(x)(x—x%), iel

PomnoZzimo zadnje neenakosti z u; > 0, seStejmo jih in priStejmo prvo pa dobimo

P(x) + ) ui Pi(x) > P(x") + Y uiPi(x")+

iel i€l
(VP'(x") + ) u; VP! (x"))(x — x7)
icl
Predzadnji in zadnji Clen sta po K-K-T izreku enaka 0. Torej je za x € @, ker je

> ui Pi(x) <0

P(x) > P(x*) — ZufPi(x) > P(x")

kkar pomeni x* € Min(®, P). D/
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/

Primerne omejitve

Omejitev P;(x) < 0 je zasic¢ena ali dejavna v tocki Xg, ¢e je P;(xq) = 0.

pojem primernosti omejitev. Mi se bomo izognili definiciji tega pojma
in navedli nekaj zadostnih pogojev za primernost, ki pokrivajo vecino

prakti¢nih primerov:
e linearnost funkcij F;;
e konveksnost funkcij P; in nepraznost notranjosti mnozice P;

e neodvisnost gradientov omejitev, ki so zasiCene v dani tocki.

konveksna in so omejitve primerne v tocki x*.

o

Pr1 odgovoru na vprasanje, kdaj so pogoji izreka tudi zadostni, potrebujemo

Pokazati je mogocCe, da so pogoji 1z izreka zadostni, Ce je osnovna naloga

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek — primer \
Dolo¢imo minimum funkcije P(x,y) = z pri omejitvah (x — 1)% + (y +
2)? <16 in 2 + y* > 13.

Najprej zapisSimo omejitvi v “standardni’ obliki
Pi(z,y) = (@—1)°+(@y+2)7-16<0
Py(z,y) = —2°—y*+13<0

Poleg teh dveh neenaCb dobimo 1z K-K-T pogojev Se zveze

1 2(x — 1) —2x 0
+u + U =
0 2(y +2) —2y 0

u-((z -1+ (y+2)*—16) =0
v (z? +y* —13) =0

kpri Ccemer sta u, v > 0. /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

4 N

... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek — primer

Iz prve zveze dobimo enacbi

1
u-(x—l)—va::—§ in u-(y+2) =wvy

Do tocCk, v katerih je morda minimum, pridemo z analizo reSitev tega
sistema enacb.

1.v=0;izenatbu- (y+2) =0inu-(z—1) = —3 izhaja, daje u # 0 in

y = —2. Iz enacbe (x — 1)? + (y +2)? = 16 dobimo (z — 1) = 16. Koren

1

x = 5 odpade, ker je pripadajoci u = —3 < 0. Drugi koren da reSitev

Co| = 0ol

r=-3, y=—-2,u=—-,v=0, P=-3

o /
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4 N

.. Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek — primer

2. v # 0; tedaj je 22 + y* = 13;
2.1. u = 0; tedaj je y = 0 in zato x = 4+/13. Negativni koren odpade, ker
je pripadajoCi v negativen. Ostane reSitev

r=V13, y=0,u=0,v=—=, P=+V1
Y 24/13

2.2. u # 0; dobimo sistem kvadratnih enacb z° + y* = 13 in (xz — 1)? +
(y + 2)? = 16, iz katerega izhaja x = 2y + 1 in 5y* + 4y — 12 = 0.
Koren y = —2 smo Ze dobili v primeru 1 (iz vy = 0 pa izhaja protislovje).
Koren y = % pa nam da novo resitev

L6 3
R - T

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ... Karush-Kuhn-Tuckerjev izrek — primer \

y :
A P=55'

P= 2

Nalogo (®, P, min) si lahko

ponazorimo tudi na sliki. Iz

E nje vidimo, da je reSitev 1 glo-
' balni minimum, reSitev 2.2 lo-
kalni minimum in reSitev 2.1
le K-K-T tocka.

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Uporaba Lagrangeove prirejenosti — absolutne Vrednosti\

Resimo naslednjo optimizacijsko nalogo (®, P, Min)
P(x) =) |z; - aj
i=1

@z{XER”:Z:@zO}
i=1

kjer so a;,© = 1,...,n dana realna Stevila.

Lagrangeova funkcija naloge je

n

L(x,u) = P(x) + uP; (x) = Z(m — a;| + ux;)

pri Cemer je u € R. Dolo¢imo prirejeno nalogo (W, @), Max).

n

= inf L = inf i — i
R Skt > L L I
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ ...uporaba Lagrangeove prirejenosti
Ker so posamezni Cleni vsote med seboj neodvisni, velja napre;j
Qu) = ;x%(lxi — ai| + uw;)

Poiscimo, koliko je

q(u) = inf (jz — af + uz)

Velja
(I4u)r—a z>a

q(u) = inf
zeR L (u—1)z4+a x<a

Z. analizo posameznih moznosti dobimo

ua  |u] <1

q(u) =

—o0  |ul >1

o

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

... uporaba Lagrangeove prirejenosti

. v Vv e mn b
in, ¢e oznacimo A = » . . a;, dalje
1=1 "1

Q) = uA  |ul <1

—00  |u] >1

Torej je prirejena naloga enakovredna nalogi (|—1, 1], uA, Max), ki je
enostavno resljiva

A>0 | u =1 Qu) = A
A=0|u e[-1,1 | Qu*) =0
A<0 | ut=-1 Qu*) = —A

Torej je vselej Q(u*) = | Al.

o

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

4 N

... uporaba Lagrangeove prirejenosti

To resitev lahko uporabimo pri reSevanju osnovne naloge (®, P, Min), ¢e
sta prirejeni nalogi dualni, t.j., Ce je reSljiva enaCba

P(x") = Q(u") = [4], x" €@

Poskusimo jo resiti! Nastopita dva primera:

a) A = 0; enacba ima obliko
P(x*)=> |zf —a;| =0
i=1

z enoli¢no resitvijo x* = a. Kerje >/ ;o =5 " a0, = A =0, je
x* e .

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

4 N

... uporaba Lagrangeove prirejenosti

b) A # 0; postavimo a; — 7 = «; A. Tedaj iz enacbe P(x*) = |A| izhaja

1
2?21 [e%

dobimo

= 1. Po drugi strani, Ce seStejemo predpostavljene enakosti,

n n

AY o= (A)=) (ai—a))=A=D x]

Ce naj bo x* € @, je > o @ = 0; kar da kon¢no zvezo Y., a; = 1. Iz

obeh zvez izhaja o; > 0,72 =1, ..., n. Torej je

Min(®, P) = {x* : 2] = a; — a; A, a; > 0, Zozi =1}
i=1

o /
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

Numericni postopki

(R™, P, Min)

funkcije P. Osnovna delitev je tako na:

tni postopek;

o

Obstaja veC postopkov za resevanje optimizacijskih nalog oblike

Locijo se predvsem po tem, koliko upostevajo lepe lastnosti kriterijske

e postopki, ki uporabljajo samo funkcijske vrednosti: pokoordinatni
spust, Hooke-Jeevesov postopek, Nelder-Meadov postopek;

e postopki, ki uporabljajo tudi prve odvode kriterijske funkcije: gradien-

e postopki, ki upostevajo tudi druge odvode kriterijske funkcije:
Davidon-Fletcher-Powellov postopek, Fletcher-Reevesov postopek.

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

o

~

... Numericni postopki

Za probleme z omejitvami obstajata dva pristopa:

e premi postopki — pazimo, da ne zapustimo mnozice dopustnih resitev;
linearizacija problema;

e prevedba na probleme brez omejitev: Lagrangeova dualnost, kazenske
funkcije (v naslednjem razdelku);

e postopki za posebne vrste problemov: linearno programiranje,
Marquardtov postopek za doloCanje parametrov po metodi najmanjsih
kvadratov.

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

///’

-

Obicajne vrednosti parametrov so ¢ = 10 in epsilon = 0.0001. /

Pokoordinatni spust

izberi zacetno tocko x € R"™ in koracéni vektor h € R";
loop
y := x; change := FALSFE;
for : := 1 to n do begin
z =1y + he;;
if P(z) < P(y) then
begin y := z; change := T'RUFE end
else begin
z =1y — he;;
if P(z) < P(y) then
begin y := z; change := TTRUFE end
end;
end;
if change then
T =Y
else begin
if error(h) < epsilon then exit;
h:=h/g;
end;
end;
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

d: =1y — x;
repeat r := y; vy

napredujemo.

posamezni smeri.

o

Hooke-Jeevesov postopek

Hooke-Jeevesov (1961) postopek je izboljSava pokoordinatnega spusta. Pri
njem izkoristimo informacijo, ki smo jo nabrali v zadnjem koraku spusta, in
se Se poskusimo v dobljeni smeri premakniti kar se da daleC. Stavek x := y;

nadomestimo s stavki

:= y + d until P(y) > P(x);

Pravimo tudi, da v zanki for raziS¢emo okolico dane toCke z, v dodatku pa

Obstaja veC izpopolnitev tega postopka, ki razlicno popravljajo korak v

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Nelder-Meadov simpleksni postopek \

Prvo zamisel postopka so podali Spendley, Hext in Himsworth (1962). Prece;j sta ga
izpopolnila Nelder in Mead (1965). Zelo dobro se obnese, Ce razseznost naloge ni

prevelika (do 6). Predpostavljamo, da je P(x) unimodalna na R™.

doloci zacetne tocke simpleksa S: x; € R", i =1, ...
yi .= P(z;);i=1,...,n+ 1;
while velikost(S) > ¢ do begin

2 := najvisja tocka v S; yar := P(2u);

x4 := druga najvisja tocka v S; yq := P(zq);

T = najnizja tocka v S; ym = P(xm);
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

o

... Nelder-Meadov simpleksni postopek

ZRCALJENJE za « > 0: x, — xo = a(xo — &) Oziroma
.= (1+a)xo — axnm; y. = P(xz);
if y, <y, < yq then begin zys := x.; yn := y. end
else if y. < y,, then begin
RAZTEG za~v > 1: x, — xo = y(x, — x0) oziroma
Tr =Y. + (1 —7)To; yr = P(xr);
if y» < y, then begin x,; := x,; ym := y, end
else begin )/ := x.; yypr := y. end
else begin
SKRCITEVza0 < 8 < 1: x5 — o = B(xar — xo) oziroma
Ts = Bra + (1 — B)xos ys = P(xs);
if ys < yas then begin x s := z5; yir := ys end
else begin
POMANIJSAMO simpleks S proti &,
Ti = Tm +0(Ti —Tm);yi := P(x;);zai #m

end
end
end;
x* :=najnizjatocka v S; y* := P(x™);

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

velikost(S) =

o

... Nelder-Meadov simpleksni postopek

n+1 +1
+1Z 1 (i —7)%, y_n+12?1yz

zacCetne toCke: dana x1, ;41 = 1 + ke;, i =1,...,n.

obic¢ajne vrednosti parametrovsoa =1, =0 = 0.51in vy = 2.

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

4 N

Gradientni postopek

Naj bo kriterijska funkcija P odvedljiva. Kako izbrati v pomiku x — x+hs,
h > 0 enotski smerni vektor s tako, da bo padec vrednosti P najvecji?

Vpeljimo funkcijo
Q(s) = P(x + hs) — P(z) = En ﬁ OF (@) hsy
ox;

1=1

Tako dobimo optimizacijsko nalogo (®, (), Min), kjer mnoZico dopustnih
reSitev sestavljajo vsi enotski vektorji ® = {s € R™ : Y ' s = 1}.
PripadajoCa Lagrangeova funkcija je

n n

L(5,)) =Q(s) + () s7—1) Z (9:1; x) hs; + )\( 57 —1)

1=1

kjer je A € R.
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

osnova gradientnega postopka

1zber1 zacetno tocko x;
repeat

s: = —VP(x);

error := |r —y|; T :=vy;

k until error < epsilon;

dolo¢i minimum y funkcije P(x) na premici © + As;

/ ... Gradientni postopek
Od tu dobimo sistem enacb
oL OP
8Si:haxi(aj)—|—2)\si20, i=1,....,n
iz katerih izhaja s = — XV P(z) = —aVP(z), kar da

Ce jabo Q(s) < 0, morabiti a > 0. Torej je smer najvecjega pada vrednosti
kriterijske funkcije smer nasprotna njenemu gradientu. Ta ugotovitev je

/
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/

in naj bo funkcija k£ : R

Postavimo za x € ()

el

Tedaj je K(x) = {O
00

Torej, Ce je @ # 0, je

o

Kazenske metode

Vzemimo optimizacijsko nalogo (®, P, Min), kjer je ® oblike
S={reQ:P(xr)<0,iecl}

— R dolo¢ena s predpisom

{0 y <0

L(y) =
() oo y>0

K(z) =) k(Pi(x)) in Q(z)= P(z)+ K(x)

red
x ¢ P

P(x)

O

indalje Q(x) = {

(D, P,Min) ~ (9, Q, Min)

red
rd D

~

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/

... Kazenske metode

picl.

parametra r € R™, za katero velja

o

~

Druga naloga je brez omejitev! No, kriterijska funkcija () praviloma ne
ohranja lepih lastnosti (npr. zveznosti), ki jih morda imajo funkcije P in

Alil je mogocCe zamisel popraviti tako, da ne izgubimo (vseh) lepih lastnosti
funkciy P in P;,© € I 7?7 V nekaterith primerih je odgovor pritrdilen. To
lahko storimo celo na ve€ naCinov. Prve korake je naredil Courant (okrog
1943), podrobneje pa sta leta 1968 pristop razdelala Fiacco in McCormick.

Nalogi (®, P, Min) priredimo druZino nalog (£2, Q(.,r), Min) odvisnih od

(2,Q(,r), Min) 7= (2,Q, Min)

pri cemer imajo funkcije (., 7),r € R zahtevane lepe lastnosti.

/
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/

0 y<0

3
() Yy >0

|

1n nato postavimo

K(cc,r):'er(Pz-(x)) ter Q(x,7)

icl
mogoce pokazati
odvedljiva tudi funkcija g(x) = (f*(x))? in velja

dg(z) Of ()

=2f"(z)

kza vsak x € R™.

Metoda zunanje tocke

Pri metodi zunanje tocke izberemo za funkcijo k, na primer,

X

0 <0
y> y>0

P(z)+ K(x,7)

Za f : © — R ozna¢imo f1(z) = max(0, f(x)). Za funkcijo f* je

IZREK 13 Naj bo f : R™ — R zvezno odvedljiva na R™. Tedaj je zvezno

/
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4 N

Courant-Beltramijeva kazenska funkcija

Od tu neposredno izhaja: Ce so kriterijska funkcija in omejitve naloge
(@, P,Min), ® C R"™ zvezno odvedljive, je zvezno odvedljiva tudi zunanja

kriterijska funkcija

Q1) = P@) +1Y_(Pf (@)

Kazenski Clen imenujemo tudi Courant-Beltramijeva kazenska funkcija.

Zvezna odvedljivost funkcije Q) (x, r) postane pomembna pri numeri¢nem
reSevanju nalog (€2, Q(.,r),Min), saj lahko uporabimo ucinkovitejse

postopke, ki temelje na odvodih.

o /
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mogoce pokazati naslednji izrek:

in za vsak x € ) pogojem

K(z,7) 20
Kx,r)=0&2x€®
K(x,r) je zvezna

O SR

dl. ||z|| — oo = P(x) = o

kmnazvici Min(®, P).

/ Izrek o zunanjih kazenskih funkcijah \
O zvezi med nalogami (2, Q(.,7),Min), » € R™ in nalogo (®, P, Min) je

IZREK 14 Naj zunanja kazenska funkcije K (x,r) zados¢a za vsakr € RT

kriterijska funkcija P(x) je zvezna in je izpolnjen vsaj en od pogojev:

d2. @ je omejena mnoZica in ||z|| — oo = K(x,r) — o0

Tedaj ima zaporedje x*(r),r — oo reSitev nalog (2, Q(.,r), Min) vsaj eno
stekalis¢e in K (x*(r),r) — 0. Vsako stekalis¢e zaporedja x*(r) pripada

/
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/

o

Postopek za zunanje kazenske funkcije

Iz izreka izhaja naslednji postopek dolocanja resitev naloge (@, P, Min):

izberi zaCetni r (npr. r := 1);

loop

doloci z*(r) € Min(Q2, Q(.,r)) z izbranim
postopkom reSevanja nalog brez omejitev;
if K(z*(r),r) je dovolj majhna exit;
poveCaj r (npr. 7 := 10r)

endloop

/
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V. Batagelj: Optimizacijske metode / 5. reSevanje

/ Metoda zunanje tocke — primer

PrikaZimo metodo zunanje tocke na nalogi (®, P, Min) za
® = {(z,y) € R? : 3z — 2y > 4}
P(z,y) = z° +y°
Nalogi pripada zunanja kriterijska funkcija

2 + 1? 3r — 2y >4
22 +y? +r(4+2y —3x)% 3x—2y <4

Qz,y;7) = {

Dolo¢imo resitev naloge (R%, Q(.,7),Min). V tem primeru lahko to
naredimo analiticno

Q B

oQ)

— = = 2 4r(4 + 2y —

ay 0 y +4r(4 + 2y — 3x)

o

~

/
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/

oziroma, ko preuredimo
(1+9r)x — 6ry = 12r

—6rx 4+ (1 +4r)y = —8r

od koder dobimo
5 127 12
x*(r) = = T
1+ 13r 13 + =
5 — 37 —8&
y*(r) =

T 1413 1341
Tocke (x*(r),y*(r)) € P, saj je

H2r 4

= = T <4

3™ (r) — 2y (r)

Stekalis¢e  zaporedja  (x*(r),y*(r)) pa
12 _ 8
(13— 135) € .

o

je

... Metoda zunanje tocke — primer

~

r z*(r) y*(r)
1 0.8571 -0.5714
2 0.8884 -0.5926
4 0.9057 -0.6038
8 0.9143 -0.6095
16 0.9187 -0.6124
32 0.9209 -0.6139
64 0.9220 -0.6146
00 0.9231 -0.6154

/
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/

Metoda notranje tocke

Intd ={ze€Q: P(xr)<0,i€l}
neprazna. Tocke, ki niso notranje, sestavljajo rob mnozice ¢

0P = @ \ Intd

Vpeljala sta zaprecno funkcijo

1
o0 sicer

in kazensko kriterijsko funkcijo

Q(x,t) = P(x) + tB(x), t>0

o

Glavna slabost metode zunanje toCke je, da se optimalnim tockam priblizujemo od zunaj —
zunaj mnozice dopustnih reSitev ®. Fiacco in McCormick (1968) sta predlagala nov pristop,
ki odpravlja tudi to slabost za naloge (®, P, Min), za katere je notranjost mnoZice ®

~

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

60
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/

... Metoda notranje tocke

Kasneje so si 1izmislili Se druge zapreCne funkcije, kot je na primer

B(ZE) = {;Ziej ln(—Pi(a?)) zcirlntq)

Zopet je mogoce pokazati:

o

Zax € Int® je B(x) > 0. Funkcija Q(z, t) na Int® ohranja konveksnost in zveznost.

/
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/

o

O SR

...Metoda notranje tocke

IZREK 15 Naj bo ® zaprta mnoZica, Int® # () in vsak x € P je stekalis¢e notranjih tock.
Naj notranja kazenska funkcije B(x) zados¢a pogojem

B(x) > 0, x € Int®
B(x) je zvezna na Int®
x — 0P = B(z) = o0

kriterijska funkcija P(x) je zvezna in je izpolnjen vsaj en od pogojev

dl. ||z|| > o0 = P(x) = ¢

d2. P je omejena mnoZica

Tedaj ima zaporedje x*(t),t — O reSitev nalog (2, Q(.,t), Min) vsaj eno stekalisc¢e in
tB(x*(t)) — 0. Vsako stekalisc¢e zaporedja x* (t) pripada mnoZici Min(®, P).

~

/
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/

Metodo notranje toCke si oglejmo na preprosti nalogi
(®, P, Min)

b={zecR:z>2} in Plx)==

Nalogi pripada notranja kriterijska funkcija

Q(x;t) :$+$

Resitev naloge (R, Q(.,t),Min) lahko dolo¢imo
analiti¢no
0Q t

0=1- —" _
ox (x — 2)2

od koder dobimo z(t) = 2 4 +/t oziroma z*(t) =
2 4+t € ®. Kerje ng(x*(t)) > 0, je v tej tocki
minimum. Stekali§¢e zaporedja (z*(t)), t — O je
tocka 2 € ®.

o

Metoda notranje tocke — primer

~

] () | Q" (1),1)

1 3 4

0.25 2.5 3
0.01 2.1 2.2
0.0001 2.01 2.02
0 2 2
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