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Veckriterijske optimizacijske naloge

kriterijskimi funkcijami nad isto mnozico dopustnih reSitev :

P(ZIZ‘)ZPl(.I‘),PQ(ZU),,Pk(CE), r e

Zelimo ¢imbolj zadostiti vsem kriterijem.

V nadaljnjem se omejimo na minimizacijo — z uporabo prevedbe nalog

izrazimo kot naloge minimizacije (®, P;, Min).

Najugodnejse je, Ce je

k
() Min(®, P;) # 0

1=1

vendar se to le poredko zgodi.

~

Pogosto imamo v danem sistemu vec ciljev. Recimo, da jih znamo izraziti s

maksimizacije na enakovredne naloge minimizacije lahko vse delne naloge
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/ Paretove resitve \

V nadaljevanju bomo potrebovali nekaj novih relacij:

p>q & Viip; > q; delna
pP>qep>qNADpFq stroga delna
p>q&sViip > q; stroga delna

Pravimo, da je reSitev  optimalna ali ucinkovita po Paretu ali (na kratko

kar) Paretova, Ce velja (glej sliko):
—dr € @ : P(z) > P(x)

ali enakovredno
Vee ®:=(P(z) >P(x))

Ce v definiciji relacijo > zamenjamo s >, dobimo §ibko ucinkovite ali
optimalne po Slaterju reSitve. OCitno je smiselno koncno odlocCitev iskati v

anoiici Paretovih resitev. /
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Paretove resitve — slika
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Lastnosti Paretovih resitev

IZREK 1 Naj bo funkcija ¢ : R* — R strogo naras¢ajoca po vsaki

komponenti. Tedaj je minimum funkcije

Q) = p(Pi(2),..., Pe(x)), z€®
Paretova resitev.

Dokaz: Predpostavimo nasprotno. Naj bo reSitev ™ minimum funkcije
()(x) in naj ne bo Paretova. Tedaj

33 € ®: P(3) < P(z*)

pri cemer na vsaj eni, —t1, komponenti velja stroga neenakost. Po predpo-
stavki 1zreka velja:
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kar je v protislovju z minimalnostjo toCke =*.
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Z @(Pl(f),Pg(j\?),,Pz( ),

... Jastnosti Paretovih resitev

Qz*) = o(Pi(z"), Pa(z"),..., Pi(x"),..., Pg(z"))
(P (T), Po(x™),..., Pi(x"),..., Py(z™))
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/ Zgledi \

Zgled: Ceje o = (aq,...,a;) > 0, je funkcija

k
Sp(tlat27 <. 7t/€;a) — Zaztz
1=1

strogo narascajoca po vsaki komponenti.

Ce so kriterijske funkcije P; strogo konveksne, velja za ta ¢ tudi obrat
prejSnjega izreka (Karlin): vsaka Paretova reSitev je minimalna reSitev
naloge (®, Q(.; ), Min) za nek o > O. O

Zgled: Ce so t; > 0in a > 0, je funkcija

k
oty ta, . tia) = | [ 15
1=1

kstrogo narascajoca po vsaki komponenti. D/
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... Jastnosti Paretovih resitev

IZREK 2 (Germejer) Naj bodo P;(x) > 0 na ®. Tedaj je Paretova resitev

& minimalna reSitev za nek nabor o > 0, ) . o; = 1 za kriterijsko funkcijo

Q(z; o) = max a; P;(x)

1

Poleg tega, strogo neucinkovite resitve ne moremo dobiti pri nobenem

naboru a > 0.

Dokaz: Najbo & € ¢ Paretova resitev in P(2) > 0. Postavimo

1
Y = =1k
(8 Pz(fﬁ) 1

Tedaj je Q(i’, OAé> = Imax; @sz(f%) =1.

Ker je resitev 2 Paretova, obstaja za vsak x € P, x # z tak 7, da je

(x) > Pj(%).
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... Jastnosti Paretovih resitev

No, tedaj je

kar pomeni, da je £ € Min(®, Q) .

Stvar se bistveno ne spremeni, ¢e v gornjem delu dokaza &; nadomestimo z
&; = ¥ > 0. Zanje velja tudi 3, &} = 1.

Naj bo sedaj y € ® strogo neucinkovita reSitev. Tedaj vselej obstaja x € P,
tako daje P(x) > P(y),injezavsak o > Oinvsaki: a; P;(x) < a; P;(y)
oziroma tudi

max o; P;(r) < max o; P;(y)

kar pomeni, daje Q(z; a) < Q(y; «) in potemtakemres y ¢ Min(®, Q(.; «)).
[
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/ Pristopi
Pri postopkih za doloCanje neke resitve je potrebno razdelati vprasanji:
e ali je dobljena resitev ucinkovita;
e Ce ni, ali se jo da izboljSati do uCinkovite

Obicajno uporabimo enega od naslednjih pristopov:

1. Prevedba na enokriterijsko optimizacijo

a) zdruzitev kriterjjev v skupni kriterij. Na primer:

1
min(®, P;)

Q(CE; a) = max oziPz-(a:), o =

ali

O(x) — Z P;(x) — min(®, F;)

7; min (P, P;)
\

~
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b) izbira enega kriterija za glavnega, ostali doloCajo za izbrane prage p;
novo mnozico dopustnih resitev ®’.
Tako dobimo nalogo (®’, P, min):

P/:PZ' (I)/:{$€(I32Pj($)§pj,j7éi}

Obicajno to veCkrat ponovimo. S primerno izbiro pragov, lahko dobimo
vsako Paretovo toCko. Pri ponovnih izbirah pragov lahko upoStevamo

prejSnje rezultate — interaktivna procedura.

¢) zaporedni popusti; re§imo nalogo (®, P;). Nato zaporedoma reSujemo
naloge (®;, P;):

®; : Pij(z) <min(®,, P;) + A, J <t

kjer je A; popust.

d) prevedba na stohastiCno programiranje oziroma nedolocCenost.

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




V. Batagelj: Optimizacijske metode / 8. veckriterijska optimizacija

4 N

... Pristopi

2. Lokalna optimizacija.

Dobljene resitve so ’lokalno’ Paretove. Z veCkratno ponovitvijo postopka
’sejemo’ mnozico dobljenih ’lokalnih’ Paretovih resitev, tako da jo vsebolj
sestavljajo prave Paretove resSitve.

3. Uporaba metod matematicCne analize

Gre v nekaterth zveznih primerih.

Kakorkoli ze, veCkriterijski problemi obicajno ne morejo biti matemati¢no
privedeni do konca. KoncCna odlocitev je prepuscena odloCevalcu. Razlicni
pristopt omogocajo le, da presejemo nase resitve in predstavimo njithove

dobre in slabe plati. S pregledom teh resitev je odlocitev vsekakor olajSana.

N /
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