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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve na

papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�ck, torej skupaj

20 to�ck. Na razpolago imate 2 uri in pol (150 min).
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

1. (20) Funkcija g(y) naj bo na intervalu [0;1) de�nirana z

g(y) =

1

a

((y + a)

3=2

� y

3=2

) :

Naj bo f(x) inverzna funkcija funkcije g(y) de�nirana na intervalu [

p

a;1).

a. (10) Izra�cunajte f

0

(

p

a).

Re�sitev: Po formuli za odvajanje inverzne funkcije je

f

0

(

p

a) =

1

g

0

(f(

p

a))

:

Izra�cunamo, da je g(0) =

p

a, torej je f(

p

a) = 0. Izra�cunamo �se

g

0

(y) =

3

2a

((y + a)

1=2

� y

1=2

) ;

iz �cesar sledi g

0

(0) = 2=(3

p

a).

Graf funkcije f(x) je na spodnji sliki:
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Graf funkcije f(x)

Sl. 1 Graf f(x)

Ocenjevanje:

{ Uporaba formule za odvod inverzne funkcije: 2 to�cki.

{ Pravilna to�cka: 2 to�cki.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 4 to�cke.

b. (10) Poka�zite, da velja

f

0

(x) =

2

3

�

q

f(x) +

q

a+ f(x)

�

za x 2 [

p

a;1).

Re�sitev: Uporabimo spet formulo za odvajanje inverzne funkcije.

f

0

(x) =

1

g

0

(f(x))

:

2



Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

V a. smo �ze izra�cunali g

0

(y) =

3

2a

((y + a)

1=2

� y

1=2

), iz �cesar sledi

f

0

(x) =

2a

3((f(x) + a)

1=2

� f(x)

1=2

)

:

Mno�zimo �se �stevec in imenovalec na desni z (f(x) + a)

1=2

+ f(x)

1=2

in dobimo

f

0

(x) =

2

3

�

(f(x) + a)

1=2

+ f(x)

1=2

�

;

kar je bilo treba pokazati.

Ocenjevanje:

{ Uporaba formule za odvod: 3 to�cke.

{ Odvajanje g(y): 2 to�cki.

{ Pravilno vstavljanje: 3 to�cke.

{ Ideja z mno�zenjem: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

2. (20) Integriranje:

a. (10) Naj bo k 6= 0 celo �stevilo. Izra�cunajte

I =

Z

1

0

(

x

2

2

�

x

2

+

1

12

) cos(2�kx) dx :

Re�sitev: Integriramo per partes.

I =

sin(2�kx)

2�k

(

x

2

2

�

x

2

+

1

12

)

�

�

�

1

0

�

1

2�k

Z

1

0

(x�

1

2

) sin(2�kx) dx

= �

cos(2�kx)

4�

2

k

2

(x�

1

2

)

�

�

�

1

0

+

1

4�

2

k

2

Z

1

0

cos(2�kx) dx

=

1

4�

2

k

2

:

Ocenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 3 to�cke.

{ Drugo integriranje per partes: 3 to�cke.

{ Rezultat: 4 to�cke.

b. (10) Za a > 0 izra�cunajte izlimitirani integral

Z

1

0

a

2

(1� x)

x

3

� e

�

a

x

dx :

Re�sitev: Najprej uvedemo novo spremenljivko u = a=x in izra�cunamo du = �(a=x

2

)dx.

Z

1

0

a

2

(1� x)

x

3

� e

�

a

x

dx =

Z

1

a

a(1� a=u)

a=u

e

�u

du

=

Z

1

a

(u� a)e

�u

du

=

Z

1

0

ve

�(a+v)

dv u� a = v

= e

�a

(�ve

�v

j

1

0

+

Z

1

0

e

�v

dv)

= e

�a

:

Ocenjevanje:

{ Prva nova spremenljivka: 3 to�cke.

{ Sprememba mej: 3 to�cke.

{ Druga nova spremenljivka: 2 to�cki.

{ Per partes in rezultat: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

3. (20) Ozna�cite:

h nadmorska vi�sina.

�(h) gosotota zraka na vi�sini h.

p(h) Zra�cni tlak na vi�sini h.

t(h) Temperatura na vi�sini h.

Za koli�cini � in h velja zveza

p

0

(h) = �g�(h) (�)

a. (10) Privzemite, da je p = k�



za primerni konstanti k in  6= 1. Izra�cunajte zra�cni tlak

p(h), �ce je p(0) = p

0

.

Re�sitev: Iz ena�cbe (�) sledi, da za funkcijo p velja diferencialna ena�cba

p

0

= �g

�

p

k

�

1=

:

Z integriranjem dobimo

p

�1



 � 1

= �g(

1

k

)

1=

� h+ c :

Konstanto c dolo�cimo iz za�cetnega pogoja. Pri h = 0 mora veljati

p

�1



0

 � 1

= c :

Kon�cna re�sitev je

p(h) =

"

�

 � 1



� g � (

1

k

)

1=

� h+ p

�1



0

#



�1

:

Ocenjevanje:

{ Izpeljava diferencialne ena�cbe: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Dolo�canje konstante: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 4 to�cke.

b. (10) Privzemite, da je temperatura konstantno T (h) = T

0

in velja Van der Waalsova

ena�cba

p+ a�

2

1=�� b

= RT

0

za konstante a, b in R. Poka�zite, da velja

�g� = �RT

0

�

0

�

2

� 2a��

0

in izpeljite, da pri za�cetnemu pogoju �(0) = �

0

velja

g � h = RT

0

(

1

2�

2

0

�

1

2�

2

) + 2a(�� �

0

) :
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

Re�sitev: Iz Van der Waalsove ena�cbe najprej izrazimo p:

p = RT

0

(

1

�

� b)� a�

2

:

Obe strani ena�cbe odvajamo in dobimo

p

0

= �RT

0

�

�

0

�

2

� 2a��

0

:

�

Ce nadomestimo p

0

z �g� dobimo �zeleno ena�cbo. Za drugi del obe strani te zadnje ena�cbe

delimo z �� in integriramo. Dobimo

g � h+ c = �

RT

0

2�

2

+ 2a� :

Konstanto c dolo�cimo iz za�cetnega pogoja. Za h = 0 mora biti

c = �

RT

0

2�

2

0

+ 2a�

0

:

Z nekaj preurejanja �clenov dobimo �zeleno zvezo.

Ocenjevanje:

{ Izpeljava diferencialne ena�cbe: 2 to�cki.

{ Lo�citev spremenljivk: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Dolo�canje konstante: 2 to�cki.

{ Kon�cna zveza: 2 to�cki.

6



Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

4. (20) Naj bosta dana vektorja

a =

0

B

@

�1

�1

1

1

C

A

in b =

0

B

@

1

1

2

1

C

A

:

a. (10) Izra�cunajte a� b in (a;b; a� b).

Re�sitev: Po formuli je

a� b =

0

B

@

a

2

b

3

� a

3

b

2

a

3

b

1

� a

1

b

3

a

1

b

2

� a

2

b

1

1

C

A

=

0

B

@

�3

3

0

1

C

A

Me�sani produkt (a;b; a� b) je enak kvadratu norme a� b, torej 18.

Ocenjevanje:

{ Izra�cun vektorskega produkta: 5 to�ck.

{ Izra�cun me�sanega produkta: 5 to�ck.

b. (10) Poi�s�cite vektor c dol�zine 2

p

2, ki je pravokoten na a, oklepa s vektorjem b kot �=6

in zado�s�ca pogoju (a;b; c) > 0.

Namig: Vektorji a, b in a� b so baza.

Re�sitev: Po namigu je

c = �b+ �(a� b) :

Ker je kot med c in b enak �=6, mora biti skalarni produkt

(c;b) = jcjjbj

p

3

2

= 2

p

2

p

6

p

3

2

= 6

= (�b;b) = 6�

Torej je � = 1. Po drugi strani mora biti

jcj

2

= �

2

jbj

2

+ �

2

ja� bj

2

;

torej

8 = 6 + 18�

2

ali � = �

1

3

: Ker je (a;b; c) = (a;b; �a � b) > 0, je torej �ja � bj

2

> 0, torej � > 0.

Vektor c je enak

c =

0

B

@

0

2

2

1

C

A

:

Ocenjevanje:

{ Utemeljitev, zakaj je c linearna kombinacija kot v namigu: 2 to�cki.

{ Dolo�citev �: 3 to�cke.

{ Dolo�citev �: 3 to�cke.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

5. (20) Matrika X(2� 2) ustreza ena�cbi

 

2 1

2 2

!

X�X

 

1 �1

1 1

!

=

 

1 1

1 �1

!

:

a. (10) Poi�s�cite matriko X.

Namig: Zapi�site X =

 

x

1

x

2

x

3

x

4

!

in prepi�site zgornjo ena�cbo s temi oznakami.

Re�sitev:

�

Ce zmno�zimo matrike na levi dobimo

 

x

1

� x

2

+ x

3

x

1

+ x

2

+ x

4

2x

1

+ x

3

� x

4

2x

2

+ x

3

+ x

4

!

=

 

1 1

1 �1

!

:

Gre torej za sistem 4 linearnih ena�cb s 4 neznankami. Zapi�simo sistem v matri�cni obliki

in uporabimo Gaussov postopek.

0

B

B

B

@

1 �1 1 0 1

1 1 0 1 1

2 0 1 �1 1

0 2 1 1 �1

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

1 �1 1 0 1

0 2 �1 1 0

0 2 �1 �1 �1

0 2 1 1 �1

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

1 �1 1 0 1

0 2 �1 1 0

0 0 0 �2 �1

0 0 2 0 �1

1

C

C

C

A

!

0

B

B

B

@

1 �1 1 0 1

0 2 �1 1 0

0 0 2 0 �1

0 0 0 �2 �1

1

C

C

C

A

Preberemo x

4

= 1=2, x

3

= �1=2, x

2

= �1=2 in x

1

= 1.

Ocenjevanje:

{ Mno�zenje matrik: 2 to�cki.

{ Prepis v linearni sistem: 2 to�cki.

{ Gaussov postopek: 4 to�cke.

{ Rezlutat: 2 to�cki.

b. (10) Je zgornja ena�cba re�sljiva, �ce na desni strani namesto matrike

 

1 1

1 �1

!

napi�semo

poljubno matriko C =

 

c

1

c

2

c

3

c

4

!

?

Re�sitev: Je. Iz a. vidimo, da rang raz�sirjene matrike ni nikoli ve�cji od ranga matrike

linearnega sistema.

Ocenjevanje:

{ Ideja z rangi: 5 to�ck.

{ Smiselno formuliran odgovor: 5 to�ck.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

6. (20) Matrika A naj bo dana z

A =

0

B

@

0 �a

3

a

2

a

3

0 �a

1

�a

2

a

1

0

1

C

A

;

kjer velja a

2

1

+ a

2

2

+ a

2

3

> 0.

a. (10) Poi�s�cite lastne vrednosti in lastne vektorje matrike A.

Re�sitev: Najprej izra�cunamo karakteristi�cni polinom

P (�) = det

0

B

@

�� �a

3

a

2

a

3

�� �a

1

�a

2

a

1

��

1

C

A

= ��(�

2

+ a

2

1

+ a

2

2

+ a

2

3

) :

Edina realna lastna vrednost je � = 0. Pripadajo�ci lastni vektor mora re�siti ena�cboAx = 0.

Izberimo si x

3

= a

3

. Iz prve ena�cbe sledi x

2

= a

2

in iz tretje potem, da je x

1

= a

1

.

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 3 to�cke.

{ Lastne vrednosti: 3 to�cke.

{ Ena�cbe sa lastni vektor: 2 to�cki.

{ Lastni vektor: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo Q matrika, ki opisuje zasuk v prostoru. Vemo, da velja QQ

T

= Q

T

Q = I in

det(Q) = 1. Matrika A = Q�Q

T

je oblike kot v a. Poka�zite, da je vsak lastni vektor Q

tudi lastni vektor A. Sklepajte, da je vektor q = (q

32

� q

23

; q

13

� q

31

; q

21

� q

12

) os zasuka.

Re�sitev: Naj bo x lastni vektor matrike Q. Vemo, da pripada lastni vrednosti � = 1.

�

Ce

ena�cbo Qx = x pomno�zimo z Q

T

na obeh straneh dobimo x = Q

T

x, iz �cesar sledi

Ax = Qx�Q

T

x = 0 :

Vektor x je lastni vektor matrike A. Po a. lahko lastni vektor matrike A kar \preberemo"

in dobimo q.

Ocenjevanje:

{ Ideja, da je x tudi lastni vektor Q

T

: 4 to�cke.

{ Sklep, da je lastni vektor A potem os: 3 to�cke.

{ \Prebiranje" lastnega vektorja: 3 to�cke.
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