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1. (20) Zaporedja in limite.

a. (10) Zaporedje je dano rekurzivno z

x

0

= 0 in x

n+1

=

1

2� x

n

:

Doka�zite z matemati�no indukijo, da je x

n

2 [0; 1) za vse n � 0. Prepri�ajte se

�se, da je zaporedje nara�s�ajo�e, ima limito in jo izra�unajte.

Re�sitev: Po de�niije je x

0

< 1.

�

Ce je x

n

< 1, je 2� x

n

> 1, torej je

x

n+1

=

1

2� x

n

< 1 :

Za dokaz, da zaporedje nara�s�a, najprej opazimo, da je x

0

< x

1

. Predpostavimo

x

n�1

< x

n

. Potem je

x

n+1

x

n

=

2� x

n�1

2� x

n

> 1 ;

saj je imenovale ve�ji od �steva. Zaporedje je omejeno in nara�s�ajo�e, torej ima

limito. Ta mora ustrezati ena�bo

a =

1

2� a

;

ki ima edino re�sitev enako a = 1.

Oenjevanje:

{ Prva indukijska predpostavka: 2 to�ki.

{ Prva indukija: 2 to�ki.

{ Druga indukijaks predpostavka: 2 to�ki.

{ Druga limita: 2 to�ki.

{ Obstoj limite in limita: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte limito

lim

x#0

m

p

os(�x)�

n

p

os(�x)

x

2

:

Re�sitev: Za x = 0 sta �steve in imenovale enaka 0. Ra�unamo po L'Hospitalu.

lim

x#0

m

p

os(�x)�

n

p

os(�x)

x

2

= lim

x#0

�

�

m

os

1

m

�1

(�x) sin(�x) +

�

n

os

1

n

�1

(�x) sin(�x)

2x

=

�

2

2n

�

�

2

2m

:

Oenjevanje:

{ Ideja z L'Hospitalom: 2 to�ki.

{ Preverjanje predpostavk: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Uporaba sinx=x! 1: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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2. (20) Naj bo a; b > 0 in naj bo f(x) dvakrat zvezno odvedljiva funkija na R, za

katero velja

xf

00

(x) + (b� x)f

0

(x)� af(x) = 0 ;

ter f(0) = 1.

a. (10) Ozna�ite 

n

= f

(n)

(0)=n!. Poka�zite, da velja



n+1

= 

n

�

(a+ n)

(n+ 1)(b + n)

:

Namig: Uporabite Leibnizovo pravilo.

Re�sitev: Z uporabo Leibnizovega pravila odvajajmo levo in desno stran enakosti

za funkijo f(x) n-krat po x. Dobimo

xf

(n+2)

(x) + nf

(n+1)

(x) + (b� x)f

(n+1)

(x)� nf

(n)

(x)� af

(n)

(x) = 0 :

Vstavimo x = 0 in sledi

nf

(n+1)

(0) + bf

(n+1)

(0)� nf

(n)

(0)� af

(n)

(0) = 0

ali

f

(n+1)

(0) = f

(n)

(0) �

a+ n

b+ n

:

Delimo �se na levi in desni z (n+ 1)! in dobimo �zeleno trditev.

Oenjevanje:

{ Leibnizova formula: 2 to�ki.

{ Prva uporaba: 2 to�ki.

{ Druga uporaba: 2 to�ki.

{ Preurejanje �lenov: 2 to�ki.

{ Rekurzivna formula: 2 to�ki.

b. (10) Zapi�site Taylorjev polinom stopnje n za f(x) in s pomo�jo kvoientnega

kriterija poka�zite, da za T

n

(x) konvergira za vse x, ko n!1.

Re�sitev: Po rekurzijski formuli iz a. sledi, da je Taylorjev polinom enak

T

n

(x) =

n

X

k=0



k

x

k

;

kjer je 

0

= 1 in



k

=

a(a + 1)(a+ 2) � � � (a+ k � 1)

k! � b(b + 1)(b+ 2) � � � (b + k � 1)

:

Konvergena T

n

(x) je vpra�sanje o konvergeni vrste

1

X

k=0

a(a + 1)(a+ 2) � � � (a+ k � 1)x

k

k! � b(b + 1)(b+ 2) � � � (b+ k � 1)

:

Uporabimo kvoientni kriterij in dobimo

lim

k!1

(a+ k)jxj

(k + 1)(b+ k)

= 0 :

Vrsta konvergira za vse x 2 R.

Oenjevanje:
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{ Ideja z rekurzijsko formulo iz a.: 2 to�ki.

{ Vstavljanje: 2 to�ki.

{ Izra�zava 

n

: 2 to�ki.

{ T

n

(x): 2 to�ki.

{ Kvoientni kriterij: 2 to�ki.
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3. (20) Integriranje.

a. (10) Naj bo f(x) = x

n

e

�x

in g(x) = e

x

f

(n)

(x). Za m < n izra�unajte izlimitirani

integral

Z

1

0

x

m

g(x) e

�x

dx :

Namig: f(x) = f

(n)

(x) in G(x) = x

m

.

Re�sitev: Uporabimo integraijo per partes. Ra�unamo

Z

1

0

x

m

g(x)e

�x

dx =

Z

1

0

x

m

f

(n)

(x) dx

= x

m

f

(n�1)

(x)

�

�

1

0

�m

Z

1

0

x

m�1

f

(n�1)

(x) dx

= �m

Z

1

0

x

m�1

f

(n�1)

(x) dx :

Nadaljujemo in dobimo

Z

1

0

x

m

g(x)e

�x

dx = (�1)

m

�m! �

Z

1

0

f

(n�m)

(x)dx = (�1)

m

�m! �f

(n�m�1)

(x)

�

�

1

0

:

Po de�niiji je f

(n�m�1)

(0) = 0 in tudi

lim

x!1

f

(n�m�1)

(x) = 0 :

Za�etni integral je enak 0.

Oenjevanje:

{ Prepis: 2 to�ki.

{ Prvo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Iteriranje: 2 to�ki.

{ Odprava x

m

: 2 to�ki.

{ Razultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte izlimitirani integral

Z

1

1

(2� x) dx

x

2

p

x

2

� x+ 1

:

Namig: Najprej x = 1=u.

Re�sitev: Ra�unamo

Z

1

1

dx

x

2

p

x

2

� x + 1

=

Z

1

0

u

2

�

2�

1

u

�

du

u

2

q

1

u

2

�

1

u

+ 1

=

Z

1

0

(2u� 1) dx

p

u

2

� u+ 1

= 2

p

u

2

� u+ 1j

1

0

= 0 :

Oenjevanje:
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{ Vpeljava nove spremenljivke: 2 to�ki.

{ Preurejanje: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da je v �stevu odvod: 2 to�ki.

{ Nedolo�ni integral: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 ro�ki.
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4. (20) Funkija y(x) naj zado�s�a Riatijevi

1

ena�bi

y

0

= x

3

(y � x)

2

+

y

x

:

a. (10) Poka�zite, da funkija w(x) =

1

y(x)�x

re�si ena�bo

w

0

+

w

x

= �x

3

:

Re�sitev: Izra�unamo

y =

1

w

+ x :

Odvajamo in dobimo

y

0

= �

w

0

w

2

+ 1 :

Vstavimo v prvotno ena�bo in dobimo

�

w

0

w

2

+ 1 =

x

3

w

2

+

1

xw

+ 1 :

Uredimo in pomno�zimo z �w

2

. Sledi

w

0

+

w

x

= �x

3

:

Oenjevanje:

{ Izra�un y: 2 to�ki.

{ Izra�un y

0

: 2 to�ki.

{ Ideja z vstavljanjem: 2 to�ki.

{ Urejanje in mno�zenje: 2 to�ki.

{ Linearna diferenialna ena�ba: 2 to�ki.

b. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev Riatijeve ena�be in re�sitev pri danem za�etnem

pogoju y(1) = 0.

Re�sitev: Ena�ba za w je linearna. Re�sitev homogenega dela je w(x) = 1=x.

Poiskati moramo �se partikularno re�sitev. Nastavek je w = =x. Vstavimo in

dobimo



0

x� 

x

2

+



x

2

= �x

3

ali



0

= �x

4

:

Sledi  = �x

5

=5, torej je partikularna re�sitev enaka



x

= �

x

4

5

:

Splo�sna re�sitev je oblike

w = �

x

4

5

+



x

;

1

Jaopo Franeso Riati, 1676-1754 je bil italijanski matematik
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kjer je  �se poljubna konstanta.

�

Ce se vrnemo k Riatijevi ena�bi, dobimo

y =

1

w

+ x =

x

6

+ 5x� 5x

x

5

+ 5

:

�

Ce �zelimo, da bo y(1) = 0, mora veljati

y(1) =

�4 + 5

1 + 5

= 0

ali  = 4=5.

Oenjevanje:

{ w linearna: 2 to�ki.

{ Homogena re�sitev: 2 to�ki.

{ Nastavek za nehomogeno: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

{ Re�sitev z za�etnim pogojem: 2 to�ki.
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5. (20) Vektorji a

1

; a

2

; : : : ; a

6

naj le�zijo na staniah pravilnega �sesterokotnika s stran-

io a = 1 v prostoru kot na sliki 1a. Lego �sesterokotnika v prostoru prikazuje slika 1b.

Naj bo

a

1

=

 

p

3

3

;

p

3

3

;

p

3

3

!

in a

1

� a

2

=

 

p

3

2

p

2

; 0;�

p

3

2

p

2

!

:

a

1

a

2

a

3

a

4

a

5

a

6

Sl. 1a Polo�zaj vektorjev a

1

; : : : ; a

6

.

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

Lega sesterokotnika v prostoru

y

z

Sl. 1b Lega �sesterokotnika v prostoru.

a. (10) Z upo�stevanjem formule za (a� b)�  izra�unajte vektor a

2

.

Re�sitev: Vemo, da je

(a

1

� a

2

)� a

1

= (a

1

; a

1

) a

2

� (a

1

; a

2

) a

1

:

Enotska vektorja a

1

in a

2

oklepata kot �=3, zato je (a

1

; a

2

) = 1=2. Ker je seveda

(a

1

; a

1

) = 1, je

a

2

= �(a

1

; a

2

) a

1

+ (a

1

� a

2

)� a

1

=

1

2

a

1

+ (a

1

� a

2

)� a

1

:

Izra�unamo

(a

1

� a

2

)� a

1

=

0

B

�

1

2

p

2

�

2

2

p

2

�

1

2

p

2

1

C

A

:

Sledi

a

2

=

0

B

�

p

3

6

+

p

2

4

p

3

6

�

2

p

2

4

p

3

6

+

p

2

4

1

C

A

:

Oenjevanje:
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{ Formula za trojni produkt: 2 to�ki.

{ Prava izbira: 2 to�ki.

{ Skalarni produkt a

1

in a

2

: 2 to�ki.

{ Izra�zava a

2

: 2 to�ki.

{ Vektorski produkt in a

2

: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte �se a

3

; a

4

; a

5

in a

6

.

Re�sitev: Na podlagi slike je jasno, da je a

4

= �a

1

in a

5

= �a

2

. Vektor a

3

ka�ze v

smeri simetrale kota, ki ga oklepata vektorja a

2

in �a

1

. S slike je tudi razvidno,

da je

a

3

= a

2

� a

1

:

Oenjevanje:

{ a

4

: 2 to�ki.

{ a

5

: 2 to�ki.

{ Ideja za a

3

: 2 to�ki.

{ a

3

: 2 to�ki.

{ a

6

: 2 to�ki.
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6. (20) Naj bodo A, B, C in D kvadratne matrike.

a. (10) Predpostavite, da so matrike A, C in C

�1

+DA

�1

B obrnljive. Izra�unajte

(A+BCD)(A

�1

�A

�1

B(C

�1

+DA

�1

B)

�1

DA

�1

) :

Namig: Na pravem mestu napi�site I = CC

�1

.

Re�sitev: Ra�unamo

(A+BCD)(A

�1

�A

�1

B(C

�1

+DA

�1

B)

�1

DA

�1

)

= I�B(C

�1

+DA

�1

B)

�1

DA

�1

+

+BCDA

�1

�BCDA

�1

B(C

�1

+DA

�1

B)

�1

DA

�1

= I+BCDA

�1

�BC

�

C

�1

+DA

�1

B

�

(C

�1

+DA

�1

B)

�1

DA

�1

= I+BCDA

�1

�BCDA

�1

= I :

Oenjevanje:

{ Mno�zenje: 2 to�ki.

{ Asoiativnost: 2 to�ki.

{ Izpostavljanje: 2 to�ki.

{ Kraj�snje: 2 to�ki.

{ Razultat: 2 to�ki.

b. (10) Naj boA = I inC = I. Reimo, da poznate (I+DB)

�1

. Izrazite (I+BD)

�1

.

Re�sitev: Iz a. sledi

(I+BD)

�1

= I�B(I+DB)

�1

D :

Oenjevanje:

{ Ideja z a.: 2 to�ki.

{ Inverz identitete: 2 to�ki.

{ Vstavljanje v formulo: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da nastopa znana matrika: 2 to�ki.

{ Kon�ni sklep: 2 to�ki.
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