FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 1
Pisni izpit
15. januar 2001

Ime in priimek: Vpisna ét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

bodo samo reSitve
redna po 10 tock,

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Veljgh
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki #
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Limite zaporedij in funkcij:

a. (10) Zaporedje x1, s, ... naj bo dano z rekurzivno formulo
;=1 in Tpil = 6xi/3 -2z, .

7. matematicno indukcijo dokazite, da je 1 < z,, < 8, da je zaporedje monotono
in izracunajte limito.

Namig: Funkcija f(u) = 6u® — 2u® je za u € [1,2] narascéajoca.

Regitev: Dokazati moramo, da iz x,, € [1,8] sledi, da je tudi x,1 € [1,8]. Najprej

1,
je yn = /T, € [1,2]. Po namigu to pomeni, da je xp11 = f(yn) € [ (1), £(2)].
Ker je f(1) =2 in f(2) = 8, trditev sledi. Zaporedje je tudi nara$céajocée. O tem
se najlaZe prepricamo s kvocientom

Tn+1 _ 61‘;1/3 _9
xn
> 687152
= 1.
Limita mora ustrezati enachi a = 6a** — 2a. Resitev te enacbe je a = 8.

Ocenjevanje:

— Nastavek za indukcijo: 2 tocki.
— Indukcijski korak: 2 tocki.

— Uporaba namiga: 2 tocki.

— Monotonost: 2 toéki.

— Limita: 2 tock:.
b. (10) Izrac¢unajte limito

lim —6z +log(1 + 2) (6 + (3 + 2) log(1 + 2))
20 log(1 + z)* '

Resitev: Racunamo po L’Hospitalu in sproti preverjamo, da sta v limiti stevec
in imenovalec enaka 0. Mimogrede Se Stevec in imenovalec delimo in mnoZimo

z 2%,
[ =62+ log(l42) (64 (3+2) log(l +2))
z—0 log(l + 2)4
o —62+log(1+2) (6+(3+2) log(1 +2)) z4
= lim .
2—0 24 log(l + 2)4
B+ log(1+2) (log(1 4 2) + ) 4 H el
z2—0 123
g 2804 2) + (Lt 2)log(l+ 2)° + 2log(l + 2)(3 + 2) + 6
o 423
I —6 +log(1 + 2)* +2log(1 + 2) + 6+2z +21og(1 + 2)
- 122
2log(1+42) 4z
— 1 1+2 + (1+z)2
= lim
z=0 24z
1
= 7

Ocenjevanje:
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Ideja z L’Hospitalom in preverjanje: 2 tocki.
Prvo odvajanje: 2 toéki.

Drugo odvajanje: 2 toéki.

Tretje odvajanje: 2 tocki.

Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f(x) naj bo dana z

kjer je m > 1 celo stevilo.

a. (10) Pokazite, da je

in sklepajte, da velja

FO0) _ (mn) f(0)
(n+1)!  2(n+1) n!

zan=20,1,....
Resitev: Z odvajanjem dobimo

fw) = m(2 =)t

Za rekurzivno enacbo odvajamo levo in desno stran n-krat in vstavimo x = 0.

Dobimo
2

2 iy _ o Ly — pn)
FER(0) = n—f"(0) = £7(0).

m
Delimo z (n+ 1)! in preuredimo. Sledi

FO0)  (mtm) fO0)
(n+1)!  2n+1) nl °

Ocenjevanje:

— Odvajanje: 2 tocki.

— Preureditev: 2 tocki.

— Leibniz: 2 toéki.

— Vstavljanje © = 0: 2 tock:.

— Preureditev in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Pokazite, da je za |z| < 2

flz) = i (m e 1) g~ (min)gn,
n=0

m-—1

Namig: Izracunajte prvih nekaj koeficientov.

Resitev: Naj bo ¢, koeficient pri potenci x¥ v Taylorjevi vrsti za f(x). Rekurzivna
formula v a. nam da

(m+n)

Cn+1 = 2(n+ 1)

n -
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Vemo, da je co = f(0) = 2°™. Izracunajmo nekaj élenov.

m

¢ =— 27" =m2a
2
=L oA s
2.2 2
2 1 2
C3Zm+ .CZZm(m+ )(m + ).Q,m,3
2.3 2.3

Vzorec koeficientov je razviden. Taylorjeva vrsta predstavija funkcijo, saj so
koeficienti vsi pozitivni (Bernsteinov izrek).

Ocenjevanje:

— co: 2 tocka.
— c1: 2 tocka.
— co: 2 tock:.
— Vzorec: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Izracunajte integral

1 7 sin?y
- / 5 dy .
m Jo (14 2%sin®y)?
Namig: Uporabite [5° \/Z(lliitﬁ = I
Resitev: Racunamo
1 /W sin? y dy
7 Jo (1+ 2%sin®y)?
2 T2 dy
T 1
™ Jo 22 2\2
Sin z
Y (Sin2 Y )
2 [ dt
= — —_—— Nova spr.: ct =t
7r /0 (1 + 2+ 22)2 b 8(y)
2 oo V1+z22du
= — Nowa spr.: t = /1 + Z2u.
s /0 (14 22)2(1 4 u?)? b
_ 2 /00 du
(142232 )0 (14 u?)?
2 /00 1 d N 9
= v ova sSpr.. u- = 0.
T+ 2232 )y 2 /0(1+v)? b
_ 1
C2(L+ 22327
Ocenjevanje:
— Deljenje s sin? y: 2 tocki.
— Nova spremenljivka ctg(y) = t: 2 tocki.
— Pretvorba z drugo spremenljivko: 2 tocki.
— Prevod na namig: 2 tocki.
— Konéni razultat: 2 toéki.
b. (10) Oznacite
00 d
S
0 (1 +x2)n+§
Pokazite, da je zan > 1
[ 2n
n+1 — om + 1 n-
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Resitev: Racunamo

oo dz
In+1 = / —11
0 (1 + 332)n+ +3
_ /00 (1422 —2?)dz
- 0 (1 +x2)n+l+%

. /00 dx /00 2 dx
o (a2t Joo (14 a2)rti

T 00 1 00 dx
- In_ - 2\n+1i 1‘0+ 1 / 2\n+2
2(1 + 22)"+3 (n + 1) (n+35) Jo 2014 22)nts
1
= I,-(1——).
ne 2n+1)
Sleds 5
n
I,y,y,=1,-———.
i on + 1
Ocenjevanje:

— Prui korak: 2 toék:.

— Izbira za integracijo per partes: 2 tocki.
— Integriranje f: 2 tocki.

— Odvajanje G: 2 tocki.

— Sklep: 2 toéki.
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4. (20) V teoriji elasti¢nosti nastopa diferencialna enacba

M
Vi - /23/2:0_
v + 1+ ()]

a. (10) Oznacite y'(x) = v(x). Funkcija v(z) ustreza enacbi
M 3/2
/ 2 —
v+ ﬁ {1 +v ] =0.
Poiscite splosno resitev te diferencialne enacbe.
!/
- _ 1

Namig: (=) = e
Resitev: Enacbo prepisemo v

dv M

(1+02)32  EI’

Racunamo

/ dv _ / cosht dt
(1+v2)32 ] (14 sinh?t)3/2

. / dt
N cosh?t
sinht

cosht
v

Vit

Sledi, da je
v M(xz +c)

Jirte:  EI

kjer je ¢ neka konstanta. Sledi

M?*(z+c¢)*,  M?*(x+c)?
2 _
vt T mE )T T e
Sklepamo
I M(z +c) _
VEI2 + M2(z + c)?
Ocenjevanje:

— Prepis na obidajno obliko: 2 tocki.
— Nova spremenljivka: 2 tocki.

— Integral: 2 tocki.

— Enacba za v: 2 tock:.

— Splodna resitev za v: 2 tocki.

b. (10) Poiscite funkcijo y(x) na intervalu [0,[], ki ustreza zaCetni enacbi in za
katero velja y(0) = y(I) = 0.

Namig: y(x) = [§ v(u) du.
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Regitev: V a. smo izracunali y'(z). Torej bo

y(r) = /I v(u)du
(u+c)
/\/E21'2+M2u+c)

du

- = \/E212 + M(u + 0)? |

_ % <\/E212 + M2(z + ) — VEI2 + M202> .

Doloéiti moramo Se konstanto ¢ tako, da bo y(l) = 0. To se zgodi le, ce je
(I+¢)>=¢?, alic= —1/2. Torej je

y(z) = <\/E212 + M2(x — 1/2)2 — \JE2I? + M22 /4 )

Ocenjevanje:

— Ideja, da je y integral v: 2 tock.

— Ideja, da integriramo od 0: 2 toéki;
— Integriranje: 2 tocki.

— FEnacba za konstanto ¢: 2 tocku.

— Resitev: 2 tocki.
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5. (20) Naj bodo a, b in ¢ poljubni vektorji v R?.
a. (10) Pokazite, da je

(bxc)-(c,a)—(axc)-(c,b)=(a,b,c)-c—(axb)(cc).

Resitev: Racunamo

(bxc)-(c,a)—(axc)-(c,b) = [(c,a)b—(c,b)a] xc
= [(axb)xc]xc
= (a,b,c)-c— (axb)(c,c)

Ocenjevanje:

— Formula za (a X b) X c: 2 tock:.

— OpaZange, da gre za to formulo: 2 tocki.

— Ponovna uporaba: 2 tocki.

— Opazanje, da se pojavi mesani produkt: 2 tocki.1

— Konéni rezultat: 2 tocki.
b. (10) Pokazite, da je

(axb)-(bxc)-(c,a)+(axc)-(bxa)-(c,b)+(axb)-(axb)-(c,c) = (a,b,c)?.

Resitev: Racunamo

(axb)-(bxc):(c,a)+(axc):-(bxa)-(c,b)+ (axb)-(axb)-(cc)
= (a,b,bxc)(c,a) — (a,b,axc)-(c,b)+ (a,b,a x b):(c,c)

= (a,b,(bxc)-(c,a)— (axc)-(c,b)+ (axb)-(c,c))

= (a,b, (a,b,c)c)

= (a,b,c)?.

Ocenjevanje:

— Definicija medanega produkta: 2 tocki.

— Opazanje, da lahko kaj izpostavimo: 2 tocki.
— Linearnost mesanega produkta: 2 tocki.

— Upostevanje a.: 2 tock.

— Upostevanje drugega dela a: 2 tocki.

— Sklep: 2 toéki.

10
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6. (20) Naj bo A matrika dana z

-1 2 2
A = -8 7 4
—-13 5 8

a. (10) Poiscite lastne vektorje matrike A.
Resitev: Nagprej izracunamo karakteristicni polinom. Dobimo
P(A\) = —X\* + 140 — 63\ +90.

Mozne nicle so delitelji 90. BrZ dobimo, da so lastne vrednosti enake \; = 3,
Xy = 5 in A3 = 6. Poiséimo Se lastne vektorje. Dobimo x; = (0,1, —1), xp =
(1,2,1) inx3 = (2,4, 3).

Ocenjevanje:

— Karakteristiéni polinom: 2 tocki.
— Niéle: 2 tocki.

— Proi lastni vektor: 2 tocki.

— Drugt lastni vektor: 2 tocki.

— Tretji lastni vektor: 2 toéki.

b. (10) Naj bo y = Ax; + uxy + vxs, kjer so x; lastni vektorji matrike A, A, i, v pa
poljubne konstante. Izracunajte A ly.

Resitev: Vemo, da je Ax; = \ix,, torej je A™'x; = x;/Ai. Sledi

Aty = Ax1 /3 + pxy/5 + vx3/6.

Ocenjevanje:

— FEnacba, ki ji ustrezajo lastni vektorji: 2 tocki.
— Kam A™1 preslika x;: 2 tocka.

— Linearnost: 2 tocki.

— Posamezni éleni: 2 toéki.

— Rezultat: 2 tock:.
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