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1. (20) Limite zaporedij in funkcij:

a. (10) Zaporedje x

1

; x

2

; : : : naj bo dano z rekurzivno formulo

x

1

= 1 in x

n+1

= 6x

2=3

n

� 2x

n

:

Z matemati�cno indukcijo doka�zite, da je 1 � x

n

� 8, da je zaporedje monotono

in izra�cunajte limito.

Namig: Funkcija f(u) = 6u

2

� 2u

3

je za u 2 [1; 2] nara�s�cajo�ca.

Re�sitev: Doka�zati moramo, da iz x

n

2 [1; 8] sledi, da je tudi x

n+1

2 [1; 8]. Najprej

je y

n

=

3

p

x

n

2 [1; 2]. Po namigu to pomeni, da je x

n+1

= f(y

n

) 2 [f(1); f(2)].

Ker je f(1) = 2 in f(2) = 8, trditev sledi. Zaporedje je tudi nara�s�cajo�ce. O tem

se najla�ze prepri�camo s kvocientom

x

n+1

x

n

= 6x

�1=3

n

� 2

� 6 � 8

�1=3

� 2

= 1 :

Limita mora ustrezati ena�cbi a = 6a

2=3

� 2a. Re�sitev te ena�cbe je a = 8.

Ocenjevanje:

{ Nastavek za indukcijo: 2 to�cki.

{ Indukcijski korak: 2 to�cki.

{ Uporaba namiga: 2 to�cki.

{ Monotonost: 2 to�cki.

{ Limita: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte limito

lim

z!0

�6z + log(1 + z) (6 + (3 + z) log(1 + z))

log(1 + z)

4

:

Re�sitev: Ra�cunamo po L'Hospitalu in sproti preverjamo, da sta v limiti �stevec

in imenovalec enaka 0. Mimogrede �se �stevec in imenovalec delimo in mno�zimo

z z

4

.

lim

z!0

�6 z + log(1 + z) (6 + (3 + z) log(1 + z))

log(1 + z)

4

= lim

z!0

�6 z + log(1 + z) (6 + (3 + z) log(1 + z))

z

4

�

z

4

log(1 + z)

4

= lim

z!0

�6 + log(1 + z)

�

log(1 + z) +

3+z

1+z

�

+

6+(3+z) log(1+z)

1+z

4z

3

= lim

z!0

�6(1 + z) + (1 + z) log(1 + z)

2

+ 2 log(1 + z)(3 + z) + 6

4z

3

= lim

z!0

�6 + log(1 + z)

2

+ 2 log(1 + z) +

6+2z

1+z

+ 2 log(1 + z)

12z

2

= lim

z!0

2 log(1+z)

1+z

+

4z

(1+z)

2

24z

=

1

4

:

Ocenjevanje:

2
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{ Ideja z L'Hospitalom in preverjanje: 2 to�cki.

{ Prvo odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo odvajanje: 2 to�cki.

{ Tretje odvajanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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2. (20) Funkcija f(x) naj bo dana z

f(x) = (2� x)

�m

;

kjer je m > 1 celo �stevilo.

a. (10) Poka�zite, da je

(2� x)

m

� f

0

(x) = f(x)

in sklepajte, da velja

f

(n+1)

(0)

(n+ 1)!

=

(m+ n)

2(n + 1)

�

f

(n)

(0)

n!

za n = 0; 1; : : : .

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo

f

0

(x) = m(2� x)

�m�1

=

m

(2� s)

� (2� x)

�m

=

m

(2� x)

� f(x) :

Za rekurzivno ena�cbo odvajamo levo in desno stran n-krat in vstavimo x = 0.

Dobimo

2

m

f

(n+1)

(0)� n

1

m

f

(n)

(0) = f

(n)

(0) :

Delimo z (n+ 1)! in preuredimo. Sledi

f

(n+1)

(0)

(n+ 1)!

=

(m+ n)

2(n+ 1)

�

f

(n)

(0)

n!

:

Ocenjevanje:

{ Odvajanje: 2 to�cki.

{ Preureditev: 2 to�cki.

{ Leibniz: 2 to�cki.

{ Vstavljanje x = 0: 2 to�cki.

{ Preureditev in rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da je za jxj < 2

f(x) =

1

X

n=0

 

m+ n� 1

m� 1

!

2

�(m+n)

x

n

:

Namig: Izra�cunajte prvih nekaj koe�cientov.

Re�sitev: Naj bo c

k

koe�cient pri potenci x

k

v Taylorjevi vrsti za f(x). Rekurzivna

formula v a. nam da

c

n+1

=

(m+ n)

2(n+ 1)

� c

n

:
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Vemo, da je c

0

= f(0) = 2

�m

. Izra�cunajmo nekaj �clenov.

c

1

=

m

2

� 2

�m

= m2

�m�1

;

c

2

=

m+ 1

2 � 2

� c

1

=

m(m+ 1)

2

� 2

�m�2

;

c

3

=

m + 2

2 � 3

� c

2

=

m(m + 1)(m+ 2)

2 � 3

� 2

�m�3

: : :

Vzorec koe�cientov je razviden. Taylorjeva vrsta predstavlja funkcijo, saj so

koe�cienti vsi pozitivni (Bernsteinov izrek).

Ocenjevanje:

{ c

0

: 2 to�cki.

{ c

1

: 2 to�cki.

{ c

2

: 2 to�cki.

{ Vzorec: 2 to�cki.

{ Utemeljitev konvergence: 2 to�cki.

5



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

3. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte integral

1

�

Z

�

0

sin

2

y

(1 + z

2

sin

2

y)

2

dy :

Namig: Uporabite

R

1

0

dt

p

t(1+t)

2

=

�

2

.

Re�sitev: Ra�cunamo

1

�

Z

�

0

sin

2

y dy

(1 + z

2

sin

2

y)

2

=

2

�

Z

�=2

0

dy

sin

2

y (

1

sin

2

y

+ z

2

)

2

=

2

�

Z

1

0

dt

(1 + t

2

+ z

2

)

2

Nova spr.: ctg(y) = t

=

2

�

Z

1

0

p

1 + z

2

du

(1 + z

2

)

2

(1 + u

2

)

2

Nova spr.: t =

p

1 + z

2

u.

=

2

�(1 + z

2

)

3=2

Z

1

0

du

(1 + u

2

)

2

=

2

�(1 + z

2

)

3=2

Z

1

0

1

2

p

v(1 + v)

2

dv Nova spr.: u

2

= v.

=

1

2(1 + z

2

)

3=2

:

Ocenjevanje:

{ Deljenje s sin

2

y: 2 to�cki.

{ Nova spremenljivka ctg(y) = t: 2 to�cki.

{ Pretvorba z drugo spremenljivko: 2 to�cki.

{ Prevod na namig: 2 to�cki.

{ Kon�cni razultat: 2 to�cki.

b. (10) Ozna�cite

I

n

=

Z

1

0

dx

(1 + x

2

)

n+

1

2

:

Poka�zite, da je za n � 1

I

n+1

=

2n

2n+ 1

I

n

:
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Re�sitev: Ra�cunamo

I

n+1

=

Z

1

0

dx

(1 + x

2

)

n+1+

1

2

=

Z

1

0

(1 + x

2

� x

2

) dx

(1 + x

2

)

n+1+

1

2

=

Z

1

0

dx

(1 + x

2

)

n+

1

2

�

Z

1

0

x

2

dx

(1 + x

2

)

n+1+

1

2

= I

n

�

2

4

�

x

2(1 + x

2

)

n+

1

2

(n +

1

2

)

�

�

�

1

0

+

1

(n +

1

2

)

Z

1

0

dx

2(1 + x

2

)

n+

1

2

3

5

= I

n

� (1�

1

2n + 1

) :

Sledi

I

n+1

= I

n

�

2n

2n+ 1

:

Ocenjevanje:

{ Prvi korak: 2 to�cki.

{ Izbira za integracijo per partes: 2 to�cki.

{ Integriranje f : 2 to�cki.

{ Odvajanje G: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.
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4. (20) V teoriji elasti�cnosti nastopa diferencialna ena�cba

y

00

+

M

EI

[1 + (y

0

)

2

]

3=2

= 0 :

a. (10) Ozna�cite y

0

(x) = v(x). Funkcija v(x) ustreza ena�cbi

v

0

+

M

EI

h

1 + v

2

i

3=2

= 0 :

Poi�s�cite splo�sno re�sitev te diferencialne ena�cbe.

Namig:

�

v

p

1+v

2

�

0

=

1

(1+v

2

)

3=2

.

Re�sitev: Ena�cbo prepi�semo v

dv

(1 + v

2

)

3=2

= �

M

EI

:

Ra�cunamo

Z

dv

(1 + v

2

)

3=2

=

Z

cosht dt

(1 + sinh

2

t)

3=2

=

Z

dt

cosh

2

t

=

sinht

cosht

=

v

p

1 + v

2

:

Sledi, da je

v

p

1 + v

2

= �

M(x + c)

EI

;

kjer je c neka konstanta. Sledi

v

2

(1 +

M

2

(x+ c)

2

E

2

I

2

) =

M

2

(x + c)

2

E

2

I

2

:

Sklepamo

v = �

M(x + c)

q

E

2

I

2

+M

2

(x+ c)

2

:

Ocenjevanje:

{ Prepis na obi�cajno obliko: 2 to�cki.

{ Nova spremenljivka: 2 to�cki.

{ Integral: 2 to�cki.

{ Ena�cba za v: 2 to�cki.

{ Splo�sna re�sitev za v: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite funkcijo y(x) na intervalu [0; l], ki ustreza za�cetni ena�cbi in za

katero velja y(0) = y(l) = 0.

Namig: y(x) =

R

x

0

v(u) du.
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Re�sitev: V a. smo izra�cunali y

0

(x). Torej bo

y(x) =

Z

x

0

v(u) du

=

Z

x

0

M(u+ c)

q

E

2

I

2

+M

2

(u+ c)

2

du

=

1

M

q

E

2

I

2

+M

2

(u+ c)

2

�

�

�

x

0

=

1

M

�

q

E

2

I

2

+M

2

(x + c)

2

�

p

E

2

I

2

+M

2

c

2

�

:

Dolo�citi moramo �se konstanto c tako, da bo y(l) = 0. To se zgodi le, �ce je

(l + c)

2

= c

2

, ali c = �l=2. Torej je

y(x) =

1

M

�

q

E

2

I

2

+M

2

(x� l=2)

2

�

q

E

2

I

2

+M

2

l

2

=4

�

:

Ocenjevanje:

{ Ideja, da je y integral v: 2 to�cki.

{ Ideja, da integriramo od 0: 2 to�cki;

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Ena�cba za konstanto c: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.

9



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

5. (20) Naj bodo a, b in c poljubni vektorji v R

3

.

a. (10) Poka�zite, da je

(b� c) � (c; a)� (a� c) � (c;b) = (a;b; c) � c� (a� b)(c; c) :

Re�sitev: Ra�cunamo

(b� c) � (c; a)� (a� c) � (c;b) = [(c; a)b� (c;b)a]� c

= [(a� b)� c]� c

= (a;b; c) � c� (a� b)(c; c)

Ocenjevanje:

{ Formula za (a� b)� c: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da gre za to formulo: 2 to�cki.

{ Ponovna uporaba: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da se pojavi me�sani produkt: 2 to�cki.1

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite, da je

(a�b) �(b�c) �(c; a)+(a�c) �(b�a) �(c;b)+(a�b) �(a�b) �(c; c) = (a;b; c)

2

:

Re�sitev: Ra�cunamo

(a� b) � (b� c) � (c; a) + (a� c) � (b� a) � (c;b) + (a� b) � (a� b) � (c; c)

= (a;b;b� c) � (c; a)� (a;b; a� c) � (c;b) + (a;b; a� b) � (c; c)

= (a;b; (b� c) � (c; a)� (a� c) � (c;b) + (a� b) � (c; c))

= (a;b; (a;b; c) c)

= (a;b; c)

2

:

Ocenjevanje:

{ De�nicija me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da lahko kaj izpostavimo: 2 to�cki.

{ Linearnost me�sanega produkta: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje a.: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje drugega dela a: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.
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6. (20) Naj bo A matrika dana z

A =

0

B

@

�1 2 2

�8 7 4

�13 5 8

1

C

A

:

a. (10) Poi�s�cite lastne vektorje matrike A.

Re�sitev: Najprej izra�cunamo karakteristi�cni polinom. Dobimo

P (�) = ��

3

+ 14�

2

� 63�+ 90 :

Mo�zne ni�cle so delitelji 90. Br�z dobimo, da so lastne vrednosti enake �

1

= 3,

�

2

= 5 in �

3

= 6. Poi�s�cimo �se lastne vektorje. Dobimo x

1

= (0; 1;�1), x

2

=

(1; 2; 1) in x

3

= (2; 4; 3).

Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Ni�cle: 2 to�cki.

{ Prvi lastni vektor: 2 to�cki.

{ Drugi lastni vektor: 2 to�cki.

{ Tretji lastni vektor: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo y = �x

1

+�x

2

+ �x

3

, kjer so x

i

lastni vektorji matrike A, �; �; � pa

poljubne konstante. Izra�cunajte A

�1

y.

Re�sitev: Vemo, da je Ax

i

= �

i

x

1

, torej je A

�1

x

i

= x

i

=�

i

. Sledi

A

�1

y = �x

1

=3 + �x

2

=5 + �x

3

=6 :

Ocenjevanje:

{ Ena�cba, ki ji ustrezajo lastni vektorji: 2 to�cki.

{ Kam A

�1

preslika x

i

: 2 to�cki.

{ Linearnost: 2 to�cki.

{ Posamezni �cleni: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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