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1. (20) Limite:

a. (10) Franoski matematik Fran�ois Vi�ete je leta 1593 de�niral naslednje za-

poredje:

a

0

= 1 ; a

1

=

r

1

2

in a

n+1

= a

n

�

s

1

2

+

1

2

�

a

n

a

n�1

:

Za matemati�no indukijo poka�zite, da je

a

n

=

1

2

n

sin(�=2

n+1

)

in izra�unajte limito zaporedja a

n

.

Namiga: os� = os

2

(�=2)� sin

2

(�=2) in sin� = 2 os(�=2) sin(�=2).

Re�sitev: S preprostim ra�unom ugotovimo, da je formula pravilna za n = 0 in

n = 1. Reimo, da formula velja za vse k � n. Ra�unamo

a

n

a

n�1

=

sin(�=2

n

)

2 sin(�=2

n+1

)

=

sin(2�=2

n+1

)

2 sin(�=2

n+1

)

=

2 sin(�=2

n+1

) os(�=2

n+1

)

2 sin(�=2

n+1

)

= os(�=2

n+1

) :

Sledi

1

2

+

1

2

�

a

n

a

n�1

=

1

2

�

1 + os(�=2

n+1

)

�

=

1

2

�

1 + os

2

(�=2

n+2

)� sin

2

(�=2

n+2

)

�

= os

2

(�=2

n+2

) ;

torej

s

1

2

+

1

2

�

a

n

a

n�1

= os(�=2

n+2

) :

Sledi

a

n+1

= a

n

os(�=2

n+2

)

=

os(�=2

n+2

)

2

n

sin(�=2

n+1

)

=

os(�=2
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)

2
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) os(�=2
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)

=

1

2

n+1
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)

:
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Za izra�un limite najprej ugotovimo, da je

lim

x!0

sin(ax)

x

= a :

Sledi

lim

n!1

sin

�

�

2

� 2

�n

�

2

�n

=

�

2

:

Sledi

lim

n!1

a

n

=

2

�

:

Oenjevanje:

{ Za�etek indukije: 2 to�ki.

{ Indukijski korak: 2 to�ki.

{ Zaklju�ek indukijskega koraka: 2 to�ki.

{ Limita s sinusom: 2 to�ki.

{ Uporaba in izra�un limite a

n

: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte limito

lim

x#0

x log x

x

x

� 1

:

Re�sitev: Najprej preverimo

lim

x#0

x

x

= lim

x#0

e

x log x

= e

0

= 1 :

Ker je tudi

lim

x#0

x log x = 0 ;

lahko uporabimo L'Hospitalovo pravilo. Potrebujemo �se, da je za x > 0

(x

x

)

0

= x

x

(log x + 1) :

Ra�unamo

lim

x#0

x log x

x

x

� 1

= lim

x#0

log x + 1

x

x

(log x + 1)

= lim

x#0

1

x

x

= 1 :

Oenjevanje:

{ Preverjanje predpostavke za �steve: 2 to�ki.

{ Preverjanje predpostavke za imenovale: 2 to�ki.

{ Odvajanje x

x

: 2 to�ki.

{ Kraj�sanje: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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2. (20) Pri izra�unu energije pospe�senega relativisti�nega dela se pojavi funkija

P (�) =

sin

2

�

(1� � os�)

5

;

kjer je 0 < � < 1 konstanta.

a. (10) Poi�s�ite vse staionarne to�ke funkije P (�).

Re�sitev: Odvajamo po �. Dobimo

2 os(t) sin(t)

(1� � os(t))

5

�

5 � sin(t)

3

(1� � os(t))

6

:

To�ke � = �k so staionarne za vsak k 2 Z. Za �, ki niso ve�kratniki �, funkijo

prepi�semo v

P (u) =

1� u

2

(1� �u)

5

;

pri �emer je �1 � u � 1. Odvajamo po u in dobimo

�2 u+ b (5� 3 u

2

)

(�1 + � u)

6

:

Ni�le te kvadratne ena�be so oblike

u

12

=

�1�

p

1 + 15�

2

3�

:

Ker je �1 � u � 1, pride v po�stev le re�sitev

u

1

=

�1 +

p

1 + 15�

2

3�

:

Sledi

� = �aros

 

�1 +

p

1 + 15�

2

3�

!

+ 2�k

za poljubne k.

Oenjevanje:

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Preurejanje �kenov in �k: 2 to�ki.

{ Ena�ba za ni�le, �e � 6= k: 2 to�ki.

{ Kvadratna ena�ba: 2 to�ki.

{ Izbira ni�el in ostale to�ke.

b. (10) Poka�zite, da je � = 0 lokalni minimum.

Namig: Pomislite, preden dvakrat odvajate.

Re�sitev: Funkija je nenegativna, v to�kah � = �k za ele k pa ima vrednost in

odvod enak 0. Tam so lahko kve�jemu lokalni minimumi.
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Graf funkcije P(φ) na intervalu [−2π,2π]

Sl. 1 Graf funkije P (�) na [�2�; 2�℄.

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da je funkija pozitivna: 2 to�ki.

{ Kaj bi s pozitivnostjo: 2 to�ki.

{ Sklep o lokalnih minimumih: 2 to�ki.

{ Razlaga, zakaj gre za lokalni minimum: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Privzemite, da je za poljuben a

Z

1

0

os(ax) e

�x

dx =

1

1 + a

2

in

Z

1

0

sin(ax) e

�x

dx =

a

1 + a

2

:

Poka�zite, da je za poljuben a

Z

1

0

x os(ax) e

�x

dx =

1� a

2

(1 + a

2

)

2

:

Re�sitev: Ozna�imo �zeleni integral z I in integriramo dvakrat per partes.

I =

Z

1

0

x os(ax)e

�x

dx

= �xe

�x

os(ax)

�

�

1

0

+

Z

1

0

(os(ax)� ax sin(ax)) e

�x

dx

=

1

1 + a

2

� a

Z

1

0

x sin(ax)e

�x

dx

=

1

1 + a

2

+ axe

�x

sin(ax)

�

�

1

0

� a

Z

1

0

(sin(ax) + ax os(ax))e

�x

dx

=

1

1 + a

2

�

a

2

1 + a

2

� a

2

I :

Izra�unamo

(1 + a

2

)I =

1� a

2

1 + a

2

:

Oenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Drugo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Ena�ba za I: 2 to�ki.

{ Opa�zanje, da spet pridelamo I: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte izlimitirani integral

Z

�=2

0

tg

1=2

x dx

(sin x+ os x) sin x

:

Re�sitev: Uvedemo novo spremenljivko tgx = u. Ra�unamo

Z

�=2

0

tg

1=2

x dx

(sin x + os x) sin x

=

Z

�=2

0

tg

1=2

x

1

os

2

x

dx

tg

2

u+ tgu

=

Z

1

0

u

1=2

du

u

2

+ u

=

Z

1

0

u

1=2�1

du

1 + u
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Uvedimo �se novo spremenljivko u = v

2

, torej du = 2vdv. Dobimo

Z

1

0

u

1=2�1

du

1 + u

=

Z

1

0

2v dv

v(1 + v

2

)

= 2artgv

�

�

1

0

= 2 �

�

2

= � :

Oenjevanje:

{ Prva nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ dx: 2 to�ki.

{ Meje: 2 to�ki.

{ Druga nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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4. (20) V �stevilnih primerih opisa poteka kemijskih reakij nastopi diferenialna ena�ba

_y = ay

2

+ by + 

za dane konstante a, b in .

a. (10) Predpostavite, da je � = b

2

� 4a < 0 in a < 0. Izra�unajte splo�sno re�sitev

diferenialne ena�be.

Re�sitev: Ena�bo prepi�semo v

_y

ay

2

+ by + 

= 1 ;

torej

Z

dy

ay

2

+ by + 

=

Z

dt :

Lotimo se integraije leve strani.

Z

dy

ay

2

+ by + 

=

Z

dy

a

�

y +

b

2a

�

2

+ �

b

2

4a

=

Z

dy

a

�

y +

b

2a

�

2

�

�

4a

=

1

a

Z

dy

�

y +

b

2a

�

2

+

��

4a

2

=

4a

p

��

Z

du

u

2

+ 1

Nova spremenljivka y +

b

2a

=

p

��

2a

u

=

4a

p

��

artg

�

2ay + b

p

��

�

:

Ozna�imo Æ =

p

��. Sledi

4a

Æ

artg

�

2ay + b

Æ

�

= t+ d ;

kjer je d �se poljubna konstanta. Torej je

2ay + b

Æ

= tg

�

Æ(t + d)

4a

�

ali

y(t) = �

b

2a

+

Æ

2a

tg

�

Æ(t+ d)

4a

�

:

Oenjevanje:

{ Prepis ena�be: 2 to�ki.

{ Prepis imenovala v integralu: 2 to�ki.

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Integral: 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.
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b. (10) Predpostavite y(0) = 0. Poka�zite, da je v tem primeru

y(t) = �

b

2a

+

Æ

2a

Æ tg(�t) + b

Æ + b tg(�t)

;

kjer je Æ =

p

�� in � = Æ=4a. Izra�unajte �se

lim

t!2�a=

p

��

y(t) :

Namig: Uporabite zvezo

tg(x+ y) =

tg x + tg y

1 + tg x � tg y

:

Re�sitev: Dolo�iti moramo konstanto d na tak na�in, da bo y(0) = 0. Iz a. sledi,

da je

4a

Æ

artg

�

b

Æ

�

= d :

Ozna�imo � = Æ=4a. Sledi

y(t) = �

b

2a

+

Æ

2a

tg

�

Æ(t+ d)

4a

�

= �

b

2a

+

Æ

2a

tg (�t+ �d)

= �

b

2a

+

Æ

2a

tg(�t) + tg(�d)

1 + tg(�t) � tg(�d)

= �

b

2a

+

Æ

2a

tg(�t) + b=Æ

1 + tg(�t) � b=Æ

= �

b

2a

+

Æ

2a

Æ tg(�t) + b

Æ + b tg(�t)

:

Za izra�un limite opazimo, da �t! �=2, ko t! 2�a=

p

��. Sledi

lim

t!2�a=

p

��

y(t) = �

b

2a

+

Æ

2

2ab

:

Oenjevanje:

{ Kam bi del za�etni pogoj: 2 to�ki.

{ Ena�ba za d: 2 to�ki.

{ Vstavljanje nazaj v ena�bo: 2 to�ki.

{ Uporaba enakosti za tangense: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.
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5. (20) Vektorji x, y in z naj bodo vsi enotski in paroma ortogonalni. Poleg tega naj

velja (x;y; z) = 1. Projekija x na xy-ravnino naj z x-osjo oklepa kot �, projekija

y na yz-ravnino naj z y-osjo oklepa kot � in projekija z na xz-ravnino naj z x-osjo

oklepa kot .

a. (10) Naj bodo e

1

,e

2

in e

3

bazni vektorji v R

3

. Poka�zite, da velja

x =

p

1� �

2

(os� e

1

+ sin� e

2

) + �e

3

y =

p

1� �

2

(os � e

2

+ sin � e

3

) + �e

1

z =

p

1� �

2

(os  e

1

+ sin  e

3

) + �e

2

za neke konstante �, � in �.

Namig: x lahko napi�semo kot x = x

0

+ �e

3

, kjer je x

0

projekija na xy ravnino.

x

0

lahko izrazimo z uporabo sin� in os�.

Re�sitev: Vektor x lahko zapi�semo kot vsoto projekije na xy-ravnino in kompo-

nente v smeri z-osi, ki bo oblike �e

3

za neko konstanto �. Projekija x oklepa z

x-osjo kot �, zato bo oblike �

0

(os� e

1

+ sin� e

2

) za nek �

0

. Sledi

x = �

0

(os� e

1

+ sin� e

2

) + �e

3

:

Ker je vektor x enotski, mora veljati

(�

0

)

2

+ �

2

= 1 ;

torej �

0

=

p

1� �

2

. Podobno sklepamo za vektorja y in z.

Oenjevanje:

{ Razep na projekijo in komplement: 2 to�ki.

{ Zapis projekije: 2 to�ki.

{ Ideja z dol�zino: 2 to�ki.

{ y: 2 to�ki.

{ z: 2 to�ki.

b. (10) Na podlagi ortogonalnosti x,y in z sklepajte, da velja

�

p

1� �

2

sin � +

�

p

1� �

2

os� = � sin� os � ;

�

p

1� �

2

sin  +

�

p

1� �

2

sin� = � os� os  ;

in

�

p

1� �

2

os  +

�

p

1� �

2

os � = � sin � sin  :

Re�sitev: Zaradi ortogonalnosti je (x;y) = 0. Po drugi strani je skalarni produkt

enak

�

p

1� �

2

os� +

p

1� �

2

p

1� �

2

sin� os � + �

p

1� �

2

sin � = 0 :

Delimo ena�bo z

p

1� �

2

p

1� �

2

in preuredimo. Ostali dve ena�bi dobimo

podobno na podlagi (x; z) = 0 in (y; z) = 0.

Oenjevanje:

{ Ideja s skalarnim produktom: 2 to�ki.

{ Izra�un skalarnega produkta: 2 to�ki.

{ Kraj�sanje: 2 to�ki.

{ Druga ena�ba: 2 to�ki.

{ Tretja ena�ba: 2 to�ki.
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6. (20) Naj bo

V =

0

�

0 �1 0

1 0 0

0 0 1

1

A

in T =

0

�

0 0 1

1 0 0

0 1 0

1

A

:

a. (10) Izra�unajte V

2

, V

3

, V

4

, V

�1

. Kolik�sne so lahko lastne vrednosti V po

absolutni vrednosti?

Re�sitev: Z matri�nim mno�zenjem dobimo

V

2

=

0

�

�1 0 0

0 �1 0

0 0 1

1

A

; V

3

=

0

�

0 1 0

�1 0 0

0 0 1

1

A

;

V

4

=

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

in V

�1

=

0

�

0 1 0

�1 0 1

0 0 1

1

A

:

�

Ce je x lastni vektor V, potem je Vx = �x. Sledi

x = V

4

x = �

4

x :

Sledi j�j = 1.

Oenjevanje:

{ V

2

: 2 to�ki.

{ V

3

: 2 to�ki.

{ V

4

: 2 to�ki.

{ V

�1

: 2 to�ki.

{ Sklep o lastnih vrednostih: 2 to�ki.

b. (10) Poka�zite, da je VT = T

2

V

3

.

Re�sitev: Izra�unamo

VT =

0

�

�1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

A

in

T

2

=

0

�

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1

A

:

Sledi

T

2

V

3

=

0

�

�1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

A

:

Oenjevanje:

{ Mno�zenje na levi: 2 to�ki.

{ T

2

: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje V

3

: 2 to�ki.

{ Mno�zenje na desni: 2 to�ki.

{ Sklep: 2 to�ki.
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