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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

1. (20) Funkcija f(x) je za x 6= 1 de�nirana z

f(x) = arctg(

1 + x

1� x

) :

a. (10) Na intervalu (�1; 1) je f(x) monotono nara�s�cajo�ca. Naj bo g(y) inverzna

funkcija de�nirana na intervalu (��=4; �=2). Izra�cunajte odvod g

0

(�=4).

Re�sitev: Po formuli za odvod inverzne funkcije je

g

0

(y) =

1

f

0

(g(y))

:

Poiskati moramo najprej g(�=4), ali z drugimi besedami, re�siti ena�cbo

f(x) = arctg(

1 + x

1� x

) = �=4 :

Sledi

1 + x

1� x

= 1 ; torej x = 0 :

Odvajajmo �se

f

0

(x) =

1

1 + (

1+x

1�x

)

2

�

(1� x) + (1 + x)

(1� x)

2

=

1

1 + x

2

:

Izra�cunamo

g

0

(�=4) =

1

f

0

(0)

= 1 :

Ocenjevanje:

{ Formula za odvod inverzne funkcije: 3 to�cke.

{ Izra�cun g(�=4): 3 to�cke.

{ Odvod f(x): 2 to�cki.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Razvijte funkcijo f(x) v poten�cno vrsto okrog to�cke x = 0 in dolo�cite radij

konvergence dobljene poten�cne vrste.

Re�sitev: Iz a. dobimo, da je

f

0

(x) =

1

1 + x

2

:

Vemo, da je f(0) = �=4 in

1

1 + x

2

=

1

X

k=0

(�1)

k

x

2k

:

Ta slednja vrsta konvergira za jxj < 1. Ker poten�cne vrste lahko �clenoma inte-

griramo, dobimo

f(x) = �=4 +

1

X

k=0

(�1)

k

x

2k+1

2k + 1

:

Za dolo�citev radija konvergence lahko uporabimo kvocientni kriterij in dobimo

� = lim

k!1

2(k + 1) + 1

2k

= 1 ;

Torej vrsta konvergira za jxj < 1.

Ocenjevanje:

2



Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

{ Ideja, da razvijemo najprej odvod: 2 to�cki.

{ Razvoj odvoda v poten�cno vrsto: 2 to�cki.

{ Integriranje po �clenih: 2 to�cki.

{ a

0

in kon�cni rezultat: 2 to�cki.

{ Radij konvergence: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

2. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte integral

Z

1

0

dx

p

e

2x

+ 1

:

Re�sitev: Najprej uvedemo novo spremenljivko u = e

�x

. Dobimo

Z

1

0

dx

p

e

2x

+ 1

=

Z

1

0

du

u

q

1

u

2

+ 1

=

Z

1

0

du

p

u

2

+ 1

= log(v +

p

1 + v

2

)

�

�

�

1

0

= log(

p

2 + 1)

Ocenjevanje:

{ Nova spremenljivka: 2 to�cki.

{ Pravilno spremenjene meje: 2 to�cki.

{ Pravilno pretvorjen dx: 2 to�cki.

{ Pravi nastavek za pretvorjen integral: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Ozna�cite

I

m

=

Z

�=2

0

x

m

sinx dx :

Poka�zite, da je za m � 2

I

m

= m((�=2)

m�1

� (m� 1)I

m�2

)

in izra�cunajte I

4

.

Re�sitev: Integriramo per partes in dobimo

I

m

=

Z

�=2

0

x

m

sinx dx

= �x

m

cos x

�

�

�

�=2

0

+m

Z

�=2

0

x

m�1

cos xdx

= m(x

m�1

sinx

�

�

�

�=2

0

� (m� 1)

Z

�=2

0

x

m�2

sin xdx)

= m((�=2)

m�1

� (m� 1)I

m�2

)

Za I

4

uporabimo rekurzivno formulo in ra�cunamo

I

4

= 4((�=2)

3

� 3I

2

)

= 4((�=2)

3

� 3(2((�=2)� I

0

))

= 4(�=2)

3

� 24(�=2) + 24

Ocenjevanje:

{ Prvi per partes: 3 to�cke.

{ Drugi per partes: 3 to�cke.

{ Smiselna uporaba rekurzije: 2 to�cki.

{ Rezultat za I

4

: 2 to�cki.
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Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

3. (20) Verhulstova diferencialna ena�cba, ki opisuje rast populacij, je oblike

y

0

= Ay � By

2

:

a. (10) Poi�s�cite re�sitev diferencialne ena�cbe pri za�cetnem pogoju y(0) = A=2B.

Re�sitev: Ena�cbo najprej prepi�semo v obliko

y

0

y(A� By)

= 1 :

Levo stran razstavimo na parcialne ulomke,

1

A

�

y

0

y

+

B

A

�

y

0

(A�By)

= 1 ;

integriramo

1

A

log(y)�

1

A

log(A� By) = t + c

in iz za�cetnega pogoja dolo�cimo konstanto c tako, da vstavimo y = A=2B in

t = 0. Dobimo

c =

1

A

log

 

A=2B

(A� BA=2B)

!

=

1

A

log(1=B) :

Iz tega sledi

log(

y

A� By

) = At + log(1=B)

ali

y

A� By

=

e

At

B

:

Izra�cunamo �se y in dobimo

y(t) =

Ae

At

B(1 + e

At

)

:

Ocenjevanje:

{ Prepis ena�cbe v obliko za integriranje: 2 to�cki.

{ Parcialni ulomki: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Dolo�canje konstante: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo A = B = 1 in y(0) = 1=4. V kolik�snem �casu se bo populacija

podvojila? I�s�cemo �cas t, ko bo y(t) = 1=2.

Re�sitev: Iz a. ugotovimo, da je c = log(1=3), torej

log

 

y

1� y

!

= t + log(1=3) :

Ko je y = 1=2, dobimo

log(1) = t+ log(1=3) ;

od koder sledi t = log 3.

Ocenjevanje:

{ Dolo�citev konstante: 3 to�cke.

{ Ena�cba za t: 3 to�cke.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

5
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4. (20) Naj bosta dana vektorja

a =

0

B

@

�1

�1

1

1

C

A

in b =

0

B

@

1

1

2

1

C

A

:

a. (10) Izra�cunajte a� b in (a;b; a� b).

Re�sitev: Po formuli je

a� b =

0

B

@

a

2

b

3

� a

3

b

2

a

3

b

1

� a

1

b

3

a

1

b

2

� a

2

b

1

1

C

A

=

0

B

@

�3

3

0

1

C

A

Me�sani produkt (a;b; a� b) je enak kvadratu norme a� b, torej 18.

Ocenjevanje:

{ Izra�cun vektorskega produkta: 5 to�ck.

{ Izra�cun me�sanega produkta: 5 to�ck.

b. (10) Poi�s�cite vektor c dol�zine 2

p

2, ki je pravokoten na a, oklepa s vektorjem b

kot �=6 in zado�s�ca pogoju (a;b; c) > 0.

Namig: Vektorji a, b in a� b so baza.

Re�sitev: Po namigu je

c = �b+ �(a� b) :

Ker je kot med c in b enak �=6, mora biti skalarni produkt

(c;b) = jcjjbj

p

3

2

= 2

p

2

p

6

p

3

2

= 6

= (�b;b) = 6�

Torej je � = 1. Po drugi strani mora biti

jcj

2

= �

2

jbj

2

+ �

2

ja� bj

2

;

torej

8 = 6 + 18�

2

ali � = �

1

3

: Ker je (a;b; c) = (a;b; �a � b) > 0, je torej �ja � bj

2

> 0, torej

� > 0. Vektor c je enak

c =

0

B

@

0

2

2

1

C

A

:

Ocenjevanje:

{ Utemeljitev, zakaj je c linearna kombinacija kot v namigu: 2 to�cki.

{ Dolo�citev �: 3 to�cke.

{ Dolo�citev �: 3 to�cke.

{ Kon�cni rezultat: 2 to�cki.

6



Matematika 1 & 2, 1997/98, M. Perman, J. Prezelj, H. Zakraj�sek

5. (20) Dan naj bo sistem linearnih ena�cb

3x

1

+ x

2

+ 2x

3

= 1

2x

1

+ x

2

+ x

3

= 0

x

1

� 2x

2

� �x

3

= 2� �

a. (10) Ali ima ta sistem re�sitev za vsak �?

Re�sitev: Izvedemo Gaussov postopek na raz�sirjeni matriki:

0

B

@

3 1 2 1

2 1 1 0

1 �2 �� 2� �

1

C

A

!

0

B

@

3 1 2 1

0 1 �1 �2

0 �7 �3�� 2 5� 3�

1

C

A

!

0

B

@

3 1 2 1

0 1 �1 �2

0 0 �3�� 9 �9� 3�

1

C

A

�

Ce je � 6= �3 sta ranga matrike in raz�sirjene matrike enaka 3, torej sistem ima

re�sitev.

�

Ce je � = �3, sta ranga enaka 2 in sistem tudi ima re�sitev.

Ocenjevanje:

{ Prvi korak Gaussovega postopka: 3 to�cke.

{ Drugi korak Gaussovega postopka: 3 to�cke.

{ Sklepanje v primeru � 6= �3: 2 to�cki.

{ Sklepanje v primeru � = �3: 2 to�cki.

b. (10) Za primer, ko ima sistem ve�c re�sitev, napi�site vse mo�zne re�sitve.

Re�sitev: Iz a. sledi, da dobimo ve�c re�sitev v primeru � = �3. V tem primeru si

lahko x

3

poljubno izberemo in z njim izrazimo x

1

in x

2

iz ena�cb

3x

1

+ x

2

= 1� 2x

3

x

2

= �2 + x

3

Dobimo x

2

= �2 + x

3

in x

1

= 1� x

3

. Vse re�sitve sistema so oblike

0

B

@

1

�2

0

1

C

A

+ x

3

0

B

@

�1

1

1

1

C

A

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev, da je ve�c re�sitev za � = �3: 3 to�cke.

{ Izra�cun x

1

in x

2

: 3 to�cke.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�cki.

{ Jedro: 2 to�cki.
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6. (20) Naj bo A n� n matrika, za katero velja A

2

= A.

a. (10) Poka�zite, da so lastne vrednosti A enake ali 0 ali 1.

Re�sitev: Naj bo � lastna vrednost in x pripadajo�ci lastni vektor, torej Ax = �x.

Po drugi strani je

Ax = A

2

x

= A(�x)

= �Ax

= �

2

x

Sledi, da je �x = �

2

x. Vektor x je razli�cen od 0, zato je �

2

= �, iz �cesar sledi,

da je � = 0 ali � = 1.

Ocenjevanje:

{ Uporaba A

2

x = Ax: 4 to�cke.

{ Ena�cba �

2

= �: 4 to�cke.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo x lastni vektor matrike A. Poka�zite, da je

(

1

3

I�A)

2

(A+ I)

�2

� x =

1

9

� x :

Re�sitev: Naj bo x lastni vektor matrike A, ki pripada lastni vrednosti �. Vemo,

da je

(A+ I)

2

x = (�+ 1)

2

x :

Pomno�zimo na obeh straneh z (A+ I)

�2

. Sledi

(A+ I)

�2

x =

1

(�+ 1)

2

x

Pomno�zimo �se z (

1

3

I�A)

2

. Dobimo

(

1

3

I�A)

2

(A+ I)

�2

x =

1

(�+ 1)

2

(

1

3

� �)

2

x :

Torej je x tudi lastni vektor zmno�zka, ki pripada lastni vrednosti

1

(�+ 1)

2

(

1

3

� �)

2

:

�

Ce je � = 0, dobimo po zgornji formuli 1=9 in isto, �ce je � = 1.

Ocenjevanje:

{ Izra�cun (A+ I)

�2

x: 4 to�cke.

{ Izra�cun celega produkta: 4 to�cke.

{ Sklep, da je rezultat

1

9

x: 2 to�cki.
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