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1. (20) Limite:

a. (10) Kot znano privzemite Stirlingovo formulo
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:

Re�sitev: Ra�cunamo
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Ocenjevanje:

{ Utemeljitev nadome�s�canja fakultet s Stirlingovo formulo: 2 to�cki.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�cki.

{ Zbiranje potenc n in 2: 2 to�cki

{ Kraj�sanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte

lim

x#0

(1 + sinhx)

1

tgx

:

Re�sitev: Izraz najprej logaritmiramo in ra�cunamo

lim

x#0

log(1 + sinhx)

tgx

= lim

x#0

cosh x

(1 + sinh x)(1 + tg

2

x)

L'Hospital

= 1 :

Torej je

lim

x#0

(1 + sinhx)

1

tgx

= e :

Ocenjevanje:

{ Ideja z logaritmom: 2 to�cki.

{ Ideja z L'Hospitalom: 2 to�cki.

{ Odvajanje: 2 to�cki.

{ Preverjanje predpostavk za L'Hospitala: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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2. (20) Naj bo G(x) funkcija, za katero velja

G

0

(x) = e

�x

2

=2

in G(x) > 0 za vse x.

a. (10) Naj bo

F (x) = e

�x

2

+ 2xe

�x

2

=2

G(x) :

Poka�zite, da je

F

0

(x) = 2e

�x

2

=2

G(x)(1� x

2

) :

Re�sitev: Odvajamo

F
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2
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2

=2
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) :

Ocenjevanje:

{ Odvajanje prvega �clena: 2 to�cki.

{ Odvajanje produkta: 2 to�cki.

{ Odvajanje prvih dveh �clenov v produktu: 2 to�cki.

{ Odvajanje tretjega �clena: 2 to�cki.

{ Razultat: 2 to�cki.

b. (10) Poi�s�cite lokalne ekstreme funkcije

F (x) = e

�x

2

+ 2xe

�x

2

=2

G(x)

in ugotovite, ali so lokalni minimumi ali lokalni maksimumi.

Re�sitev: Iz a. vemo, da je F

0

(x) = 2e

�x

2

=2

G(x)(1� x

2

). Ker je G(x) > 0, sta stacionarni

to�cki enaki x = 1 in x = �1. Potrebujemo �se druga odvoda v to�ckah x = 1 in x = �1.

Ra�cunamo

F

00

(x) = �2xe

�x

2

=2

G(x)(1� x

2
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Dobimo

F

00

(�1) = 4e

�1=2

G(�1) in F

00

(1) = �4e

�1=2

G(1) :

Ker je G(x) > 0, je x = �1 lokalni minimum in x = 1 lokalni maksimum. Graf funkcije

je na spodnji sliki
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Ocenjevanje:

{ Ideja, da je treba 2. odvod: 2 to�cki.

{ Izra�cun drugega odvoda: 2 to�cki.

{ Vstavljanje x = �1: 2 to�cki.

{ Vstavljanje x = 1: 2 to�cki.

{ Sklepi: 2 to�cki.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte

Z

1

p

3

dx

p

1 + x

2

x

3

:

Re�sitev: Ustrezna nova spremenljivka bo 1 + x

2

= u

2

z u du = x dx. Ra�cunamo

Z
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=

Z

1
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2

Za izra�cun integrala uporabimo parcialne ulomke. Vemo, da bo

1

(u

2

� 1)

2

=

A

u� 1

+

B
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2

+
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+
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2

:

Zmno�zimo in dobimo

1 = A(u

2

� 1)(u+ 1) +B(u+ 1)

2
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2
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:

Zberemo koe�ciente pri potencah u in dobimo ena�cbe

A+C = 0 A+B�C+D = 0 �A+2B�C�2D = 0 in �A+B+C+D = 1 :

Se�stejemo drugo in �cetrto ena�cbo in dobimo B +D = 1=2. Iz prve in druge ena�cbe sledi

2A = �1=2, torej A = �1=4. Sledi C = 1=4. Iz tretje ena�cbe sledi B � D = 0, torej

B = D = 1=4. Dobimo
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4

Ocenjevanje:

{ Prva substitucija: 2 to�cki.

{ Zamenjava mej: 2 to�cki.

{ Parcialni ulomki in ena�cbe za konstante: 2 to�cki.

{ Konstante: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Za � > 0 izra�cunajte

Z

1

0

e

��x

sin(ax) dx :
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Re�sitev: Ozna�cimo iskani integral z I. Z integracijo per partes dobimo

I =
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=
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Dobimo

I =

a

a

2

+ �
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Ocenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 2 to�cki.

{ Vstavljenje mej: 2 to�cki.

{ Drugo integriranje per partes: 2 to�cki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�cki.

{ Izra�cun I: 2 to�cki.
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4. (20) Gibanje planeta okrog sonca si lahko mislimo kot gibanje v xy-ravnini, kjer je sonce

v izhodi�s�cu. To gibanje lahko opi�semo s funkcijo r(�), kjer je � kot med osjo x in daljico, ki

povezuje planet in izhodi�s�ce, r pa razdalja planeta od izhodi�s�ca. Funkcija y(�) = 1=r(�) zado�s�ca

diferencialni ena�cbi

y

0

=

v

u

u

t

�

2

p

2

�

 

y �

1

p

!

2

;

kjer sta � in p konstanti, odvisni od mas planetov in gravitacijske konstante.

a. (10) Poi�s�cite splo�sno re�sitev zgornje diferencialne ena�cbe.

Re�sitev: Diferencialno ena�cbo prepi�semo v

y

0

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

= 1 :

Za splo�sno re�sitev moramo poiskati nedolo�cen integral zgornjega izraza. Ozna�cimo �

2

=p

2

=

a

2

. Uporabili bomo tudi novo spremenljivko av = y � 1=p. Ra�cunamo

Z

dy

r

�

2

p

2

�

�

y �

1

p

�

2

=

Z

dv

p

1� v

2

= arcsin(v)

= arcsin(

1

a

(y �

1

p

))

Splo�sna re�sitev ena�cbe je torej

arcsin(

1

a

(y �

1

p

)) = �+ c

ali

1

a

(y �

1

p

) = sin(�+ c)

ali

y(�) =

1

p

+ a sin(�+ c) :

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da gre za ena�cbo z lo�cljivima spremenljivkama: 2 to�cki.

{ Prepisovanje v obliko primerno za integriranje: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Upo�stevanje integracijske konstante: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Re�site zgornjo ena�cbo pri za�cetnem pogoju y(0) = 1=p+ �=p.

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi iz a. moramo dolo�citi konstanto c. Veljati mora

1

p

+ a =

1

p

+ a sin(c) :

Sledi, da mora biti

sin(c) = 1

7



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

ali

c =

�

2

:

Re�sitev ena�cbe je torej

y(�) =

1

p

+ a cos(�) :
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Sl. 1 Gibanje planeta kot re�sitev diferencialne ena�cbe. Dobimo Keplerjev zakon.

Ocenjevanje:

{ Prepis splo�sne re�sitve: 2 to�cki.

{ Vstavljanje za�cetnega pogoja: 2 to�cki.

{ Ena�cba za c: 2 to�cki.

{ Konstanta c: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.
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5. (20) Dana naj bosta vektorja a in b, taka da je (a;b) 6= �1. Poiskati �zelimo vektorja x in

y, ki ustrezata ena�cbama

a� x + y = b

b� y + x = c ;

kjer je c dan vektor.

a. (10) Poka�zite, da velja

(a;b) x� (b;x) a+ x = c :

Re�sitev: Iz prve ena�cbe izrazimo y = b� a� x in vstavimo v drugo ena�cbo. Dobimo

b� (b� a� x) + x = c :

Levo stran pretvorimo v

b� b+ (a� x)� b = (a;b) x� (b;x) a ;

kar je �ze �zelena ena�cba.

Ocenjevanje:

{ Ideja izraziti y iz prve ena�cbe: 4 to�cke.

{ Uporaba pravila za (a� b)� c: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte x in y.

Namig: Uporabite a., tudi �ce ne znate dokazati.

Re�sitev: Iz a. razberemo, da potrebujemo le �se (b;x). Drugo ena�cbo pomno�zimo skalarno

z b in upo�stevamo linearnost skalarnega produkta in dejstvo, da je b�y pravokoten na b.

Ostane (x;b) = (c;b). Sledi

x =

c+ (c;b) a

1 + (a;b)

:

Ko enkrat imamo x lahko izrazimo �se y iz prve ena�cbe. Dobimo

y = b�

a� c

1 + (a;b)

:

Ocenjevanje:

{ Opa�zanje, da manjka samo (b; x): 2 to�cki.

{ Uporaba druge ena�cbe za izra�cun (b;x): 4 to�cke.

{ Izra�cun x: 2 to�cki.

{ Izra�cun y 2 to�cki.

9



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

6. (20) Naj bo A dana n� n matrika in naj velja A

T

= �A.

a. (10) Naj bo

Q = (I+A)(I�A)

�1

Poka�zite, da je QQ

T

= I.

Re�sitev: Ra�cunamo

QQ

T

=

�

(I+A)(I�A)

�1

� �

(I+A)(I�A)

�1

�

T

=

�

(I+A)(I�A)

�1

� �

((I�A)

�1

)

T

(I+A)

T

�

=

�

(I+A)(I�A)

�1

� �

(I�A

T

)

�1

(I+A

T

)

�

=

�

(I+A)(I�A)

�1

� �

(I+A)

�1

(I�A)

�

= I

Ocenjevanje:

{ Zapis QQ

T

: 2 to�cki.

{ Pravila za transponiranje: 2 to�cki.

{ Komutiranje invertiranja in transponiranja: 2 to�cki.

{ Komutiranje vseh matrik: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo

A =

0

B

@

0 1 1=2

�1 0 1

�1=2 �1 0

1

C

A

in naj bo Q de�nirana kot v a. Poka�zite, da je lastni vektor x matrike A, ki pripada lastni

vrednosti � = 0 tudi lastni vektor matrike Q, ki pripada lastni vrednosti � = 1. Poi�s�cite

x.

Namig: Utemeljite, da je (I�A)

�1

x = x.

Re�sitev: Naj bo x lastni vektor, ki pripada lastne vrednosti � = 0. Ugotovimo, da je

x = (2;�1; 2). Ker je Ax = 0 dobimo

x = (I�A)x

ali

(I�A)

�1

x = x :

Poleg tega je tudi

(I+A)x = x

in zato

Qx = x :

Lastni vektor x matrike A bo torej tudi lastni vektor Q.

Ocenjevanje:

{ Lastni vektor: 2 to�cki.

{ Utemeljtev namiga: 2 to�cki.

{ Vstavljanje v de�nicijo Q in prva poenostavitev: 2 to�cki.

{ Druga poenostavitev: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.
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