FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 1
Pisni izpit
5. junij 2000

Ime in priimek: Letnik:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve na
papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki sta yredna po 10 tock, torej skupaj
20 tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Zaporedja in limita.
a. (10) Zaporedje realnih stevil je podano z rekurzijsko formulo

a; =2 in ni1 =V1+a,.
Pokazite, da je zaporedje padajoce, ima limito in le-to izracunajte.

Resitev: Vsi ¢leni zaporedja so oéitno pozitivni. Opazimo as = /3 < a1. Naprej dokazu-
jemo z indukcijo. Ce je a, < ap_y, je

14+a, <+\/14+a,_1,

torej a, > a,.1. Ker je zaporedje pozitivno, je navzdol omejeno in ima limito a. Ta mora

ustrezati enacbi
a=vV1+a
al
2 __
a°=1+a,
poleg tega pa je a > 0. Sledi a = (1 + \/5)/2

Ocenjevanje:

— Prui korak indukcije: 2 toéki.

— Indukcijski korak: 2 tocki.

— Sklepanje o obstoju limite: 2 tocka.
— FEnac¢ba za limito: 2 tocki.

— Limita: 2 tock:.

b. (10) Izrac¢unajte limito

Resitev: Racunamo

v 1 cosh(z) Y sinhx — z coshx
im(————~| = lim
zl0 \ 2?2 xsinh(z) /0 z?sinh
y (sinhz — x cosh x)x
= lim
210 x3 sinh x
oy sinhz — x cosh x
~ ulo x3
. —xsinhx , ,
= lim—— L' Hospital
zl0 322
B 1
-3

Ocenjevanje:

— Skupni tmenovalec: 2 tocki.

— Odprava sinh z v imenovalcu: 2 toéki.
— L’Hospital: 2 toéki.

— Odvajanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija

| ZH rax#0
fla) = { 1 za v =0
je neskoncnokrat zvezno odvedljiva na R.
a. (10) Naj bo
n Bk:
k=0 "

Taylorjev polinom n-te stopnje za f(x) v 2y = 0. Dokazite, da za n > 2 velja rekurzijska

formula )
o in
B, —

k=0
pri ¢emer je By =1in By = —1/2.

Namig: Uporabite Leibnizovo formulo.
Regitev: Najprej preverimo, da je By =1 in By = —1/2. Za By je trditev ocitna, ker je

lim f(x) =1.

z—0
Za By najprej izracunamo odvod f(x) za x # 0. Dobimo

et —1— xe”

AN T

Izracéunamo

. .oet—1—zxe”
i @) = e
(e — 1 — ze®)z?
=0 x2(e® —1)2
(" — 1 — ze®)
z—0 ng

—xe’

lim —— L’Hospital

Za dokaz rekurzivne formule zapisSemo

f@)(e"=1) ==
in obe strani odvajamo n-krat, n > 2. Po Leibnizu dobimo
n—1 n
> ( > fB(@)e” + f™W(z)(e" —1) = 0.
im0 \k

Vstavimo x = 0 in rekurzivna formula sleds.
Ocenjevanje:

— Preverjanje za Bg: 2 tocki.
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— Preverjanje za By: 2 tocki.
— Odvajanje po Leibnizu: 2 tocki.
— Vstavljanje © = 0: 2 tock:.

— Utemeljitev, da smo dobili rekurzivno formulo: 2 toéki.

b. (10) Izra¢unajte cetrti odvod funkeije f(x) v tocki xy = 0.

Regitev: Odvodi funkcije f(x) v tocki x =0 so kar By. Racunamo

(s (o (oo

Sledi 3By + 3By + By = 0. Dobimo By = 1/6. Nadaljujemo

() (3 () (5) -1

Sledi 4B3 + 6By + 4B1 + By = 0 ali B3 = 0. Nadaljujemo

(o () ) (e ()=

Ocenjevanje:

— Spoznanje, da so By odvodi: 2 tocki.
— Prva rekurzija: 2 tocki.

— Druga rekurzija: 2 tock:.

— Tretja rekurzija: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Izracunajte integral
/77/2 dz
o (1+cosxz)?

Resitev: Moznosti je veé. Zapisimo cosz = cos?(x/2) — sin®(x/2). Sledi (1 + cosx)? =
4cos*(x/2). Racunamo

/W/2 dx _ /7T/2 dx
o (l4cosz)2  Jo 400s42

/ (:os4

B /77/4 (1 + tgu) du
2  coslu

— /0(1+v2)dv

Wl —

Ocenjevanje:

— Dwoogni koti: 2 toéki.

— Proa substitucija: 2 tocki.
— Meje: 2 tocki.

— Druga substitucija: 2 tocki.
— Rezultat: 2 tock:.

b. (10) Upostevajte kot dano, da je

/oo e 2 dx = V2.

— 00

Naj bo ®(x) = [Fe /2 du. Izracunajte

/oo ze™ " () dx.

0

Regitev: Najprej moramo opaziti, da je ®'(x) = e=%’/2. Nato integriramo per partes.
/ e PP B(z)dz = —e T2 @(:L’)‘zo +/ e P2 e 2 g
0 0
= / e du z=u/V2
0

Ocenjevanje:

2
—  Ugotovitev &' (z) = e~ ® /2, 4 toéke.
— Pravilnt per partes: 4 toéke.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Verhulstova diferencialna enacba, ki opisuje rast populacij, je oblike
y = Ay — By*.
a. (10) Poidcite resitev diferencialne enacbe pri zacetnem pogoju y(0) = Zk.
Resitev: Enacbo najprej prepiSemo v obliko

!

Y

——— =1.
y(A — By)
Levo stran razstavimo na parcialne ulomke,
1 v B !
1y, B _¢ _,
Ay A (A-By)

integriramo
1 1
—1 — —log(A — By) =
7 108(y) — — log( y)=t+c

in iz zacetnega pogoja doloéimo konstanto c tako, da vstavimo y = A/2B int = 0. Dobimo

1 A/2B 1
c= Zlog<(A—BA/2B)> :Zlog(l/B).

Iz tega sledi

()
1 = At +log(1/B
o8( L) = At +log(1/B)
ali "
y __ ¢
A—By B
Izracunamo se y in dobimo
AeAt
1) =
v = g em

Ocenjevanje:

— Prepis enaébe v obliko za integriranje: 2 tocki.
— Parcialni ulomki: 2 tock:.

— Integriranje: 2 tocki.

— Doloéanje konstante: 2 tocka.

— Konéna reditev: 2 tocki.

b. (10) Naj bo A = B =1 in y(0) = 1/4. V koliksnem ¢asu se bo populacija podvojila?
[8¢emo cas t, ko bo y(t) = 1/2.

Regitev: Iz a. ugotovimo, da je ¢ =log(1/3), torej

log (%y) =t +log(1/3).

Ko jey =1/2, dobimo
log(1) =t +log(1/3),
od koder sledi t = log 3.

Ocenjevanje:

— Dolocitev konstante: 3 tocke.
— Enacba za t: 3 toéke.
— Pravilno vstavljanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj bodo a, b, ¢ in d poljubni vektorji.
a. (10) Pokazite, da je

(b,c,d)a — (a,c,d)b + (a,b,d)c — (a,b,c)d = 0.

Namig: Zapisite (a x b) x (¢ x d) na dva nacina.
Resitev: Napisimo najprej

(axb)x(exd) = (a,cxd)b—(b,cxd)a
= (a,c,d)b — (b,c,d)a

Ker je
(axb)x(cxd)=—(cxd)x (axDb),

je tudi

(axb) x (cxd) = —(cxd)x(axh)
= —(a,b,c)d + (a,b,d)c

Ce izenacimo zgornja izraza, dobimo Zeleno enakost.

Ocenjevanje:

— Prui razvoj vektorskega produkta: 2 tocki.
—  Vrstni red v mesanth produktih: 2 tock:.

— Drugi razvoj vektorskega produkta: 2 tocki.
—  Vrstni red v mesanth produktih: 2 tocki.

— Konéni sklep: 2 tocki.

b. (10) Pokazite e, da je

(axb)-(ecxd)—(axc)-(bxd)+(axd)-(bxec)=0.

Resitev: Uporabimo Lagrangeovo enakost in dobimo
(a X b) ’ (C X d) = (aa C)(b,d) - (aa d)(b,C) :

Podobno dobimo
(axc)-(bxd)=(a,b)(c,d)— (a,d)(b,c)
(axd)-(bxc)=(a,b)(c,d) — (a,c)(b,d).
Enakost sleds.

Ocenjevanje:

— Ideja z Lagrangeovo identiteto: 2 tocki.
— Prva uporaba: 2 tocki.

— Druga uporaba: 2 tocki.

— Tretja uporaba: 2 tocki.

— Konéni sklep: 2 tocki.
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6. (20) Naj bosta A in B kvadratni matriki in predpostavite, da sta A in A + B obrnljivi.

a. (10) Pokazite, da je
(A+B)"'B=(I+A"'B)"'A'B.

Resitev: Racunamo

(A+B)"'B = (AI+A7'B))"'B
= I+A'B)'A"'B

Ocenjevanje:

— Ideja z izpostavljanjem A: 6 tock.

— Inverz produkta: 4 tocke.

b. (10) Pokazite, da je vsak lastni vektor matrike A~'B, ki pripada lastni vrednosti A\ # —1
lastni vektor matrike (A + B)~'B, ki pripada lastni vrednosti A/(1 + )).

Resitev: Oznacimo A™'B = C in naj bo x lastni vektor C, ki pripada lastni vrednosti \.

Racunamo
(A+B)"'Bx=(I+C)'Cx=(I+0C)"\x.

Ker je (I+ C)x = (1 + A\)x, mora biti

x=(1+))I+0C)'x

ali .
I+C) 'x=
(I+C)"x T+
torej
I+C)'Cx= A X
IR
Ocenjevanje:

— Cx = Ax: 4 tock.
— Ideja, da je x lastni vektor (I + C)_l: 4 toék.

— Konéni sklep: 2 tock.



