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1. (20) Zaporedja in limita.

a. (10) Zaporedje realnih �stevil je podano z rekurzijsko formulo

a

1

= 2 in a

n+1

=

p

1 + a

n

:

Poka�zite, da je zaporedje padajo�ce, ima limito in le-to izra�cunajte.

Re�sitev: Vsi �cleni zaporedja so o�citno pozitivni. Opazimo a

2

=

p

3 < a

1

. Naprej dokazu-

jemo z indukcijo.

�

Ce je a

n

< a

n�1

, je

p

1 + a

n

<

q

1 + a

n�1

;

torej a

n

� a

n+1

. Ker je zaporedje pozitivno, je navzdol omejeno in ima limito a. Ta mora

ustrezati ena�cbi

a =

p

1 + a

ali

a

2

= 1 + a ;

poleg tega pa je a � 0. Sledi a = (1 +

p

5)=2.

Ocenjevanje:

{ Prvi korak indukcije: 2 to�cki.

{ Indukcijski korak: 2 to�cki.

{ Sklepanje o obstoju limite: 2 to�cki.

{ Ena�cba za limito: 2 to�cki.

{ Limita: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte limito

lim

x#0

 

1

x

2

�

cosh(x)

x sinh(x)

!

:

Re�sitev: Ra�cunamo

lim

x#0

 

1

x

2

�

cosh(x)

x sinh(x)

!

= lim

x#0

sinh x� x cosh x

x

2

sinh x

= lim

x#0

(sinh x� x cosh x)x

x

3

sinhx

= lim

x#0

sinh x� x cosh x

x

3

= lim

x#0

�x sinh x

3x

2

L

0

Hospital

= �

1

3

Ocenjevanje:

{ Skupni imenovalec: 2 to�cki.

{ Odprava sinhx v imenovalcu: 2 to�cki.

{ L'Hospital: 2 to�cki.

{ Odvajanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

2



Matematika 1, 1999/2000, M. Perman, J. Prezelj, D. Rupnik, H. Zakraj�sek

2. (20) Funkcija

f(x) =

(

x

e

x

�1

za x 6= 0

1 za x = 0

je neskon�cnokrat zvezno odvedljiva na R.

a. (10) Naj bo

T

n

(x) =

n

X

k=0

B

k

k!

x

k

Taylorjev polinom n-te stopnje za f(x) v x

0

= 0. Doka�zite, da za n � 2 velja rekurzijska

formula

n�1

X

k=0

 

n

k

!

B

k

= 0 ;

pri �cemer je B

0

= 1 in B

1

= �1=2.

Namig: Uporabite Leibnizovo formulo.

Re�sitev: Najprej preverimo, da je B

0

= 1 in B

1

= �1=2. Za B

0

je trditev o�citna, ker je

lim

x!0

f(x) = 1 :

Za B

1

najprej izra�cunamo odvod f(x) za x 6= 0. Dobimo

f

0

(x) =

e

x

� 1� xe

x

(e

x

� 1)

2

:

Izra�cunamo

lim

x!0

f

0

(x) = lim

x!0

e

x

� 1� xe

x

(e

x

� 1)

2

= lim

x!0

(e

x

� 1� xe

x

)x

2

x

2

(e

x

� 1)

2

= lim

x!0

(e

x

� 1� xe

x

)

x

2

= lim

x!0

�xe

x

2x

L'Hospital

= �

1

2

Za dokaz rekurzivne formule zapi�semo

f(x)(e

x

� 1) = x

in obe strani odvajamo n-krat, n � 2. Po Leibnizu dobimo

n�1

X

k=0

 

n

k

!

f

(k)

(x)e

x

+ f

(n)

(x)(e

x

� 1) = 0 :

Vstavimo x = 0 in rekurzivna formula sledi.

Ocenjevanje:

{ Preverjanje za B

0

: 2 to�cki.
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{ Preverjanje za B

1

: 2 to�cki.

{ Odvajanje po Leibnizu: 2 to�cki.

{ Vstavljanje x = 0: 2 to�cki.

{ Utemeljitev, da smo dobili rekurzivno formulo: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte �cetrti odvod funkcije f(x) v to�cki x

0

= 0.

Re�sitev: Odvodi funkcije f(x) v to�cki x = 0 so kar B

k

. Ra�cunamo

 

3

2

!

B

2

+

 

3

1

!

B

1

+

 

3

0

!

B

0

= 0 :

Sledi 3B

2

+ 3B

1

+B

0

= 0. Dobimo B

2

= 1=6. Nadaljujemo

 

4

3

!

B

3

+

 

4

2

!

B

2

+

 

4

1

!

B

1

+

 

4

0

!

B

1

= 1 :

Sledi 4B

3

+ 6B

2

+ 4B

1

+B

0

= 0 ali B

3

= 0. Nadaljujemo

 

5

4

!

B

4

+

 

5

3

!

B

3

+

 

5

2

!

B

2

+

 

5

1

!

B

1

+

 

5

0

!

B

0

= 0 :

Sledi 5B

4

+ 10B

3

+ 10B

2

+ 5B

1

+B

0

= 0 ali B

4

= 1=30. Sledi

f

(4)

(0) =

1

30

:

Ocenjevanje:

{ Spoznanje, da so B

k

odvodi: 2 to�cki.

{ Prva rekurzija: 2 to�cki.

{ Druga rekurzija: 2 to�cki.

{ Tretja rekurzija: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (20) Integriranje:

a. (10) Izra�cunajte integral

Z

�=2

0

dx

(1 + cos x)

2

:

Re�sitev: Mo�znosti je ve�c. Zapi�simo cos x = cos

2

(x=2) � sin

2

(x=2). Sledi (1 + cos x)

2

=

4 cos

4

(x=2). Ra�cunamo

Z

�=2

0

dx

(1 + cos x)

2

=

Z

�=2

0

dx

4 cos

4

x

2

=

1

2

Z

�=4

0

du

cos

4

u

=

1

2

Z

�=4

0

(1 + tg

2

u) du

cos

2

u

=

1

2

Z

1

0

(1 + v

2

) dv

=

2

3

:

Ocenjevanje:

{ Dvojni koti: 2 to�cki.

{ Prva substitucija: 2 to�cki.

{ Meje: 2 to�cki.

{ Druga substitucija: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Upo�stevajte kot dano, da je

Z

1

�1

e

�x

2

=2

dx =

p

2� :

Naj bo �(x) =

R

x

0

e

�u

2

=2

du. Izra�cunajte

Z

1

0

xe

�x

2

=2

�(x) dx :

Re�sitev: Najprej moramo opaziti, da je �

0

(x) = e

�x

2

=2

. Nato integriramo per partes.

Z

1

0

xe

�x

2

=2

�(x) dx = �e

�x

2

=2

� �(x)

�

�

�

1

0

+

Z

1

0

e

�x

2

=2

� e

�x

2

=2

dx

=

Z

1

0

e

�x

2

dx x = u=

p

2

=

Z

1

0

e

�u

2

=2

du

p

2

=

p

�

2

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev �

0

(x) = e

�x

2

=2

: 4 to�cke.

{ Pravilni per partes: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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4. (20) Verhulstova diferencialna ena�cba, ki opisuje rast populacij, je oblike

y

0

= Ay �By

2

:

a. (10) Poi�s�cite re�sitev diferencialne ena�cbe pri za�cetnem pogoju y(0) =

A

2B

.

Re�sitev: Ena�cbo najprej prepi�semo v obliko

y

0

y(A�By)

= 1 :

Levo stran razstavimo na parcialne ulomke,

1

A

�

y

0

y

+

B

A

�

y

0

(A� By)

= 1 ;

integriramo

1

A

log(y)�

1

A

log(A�By) = t+ c

in iz za�cetnega pogoja dolo�cimo konstanto c tako, da vstavimo y = A=2B in t = 0. Dobimo

c =

1

A

log

 

A=2B

(A�BA=2B)

!

=

1

A

log(1=B) :

Iz tega sledi

log(

y

A�By

) = At+ log(1=B)

ali

y

A�By

=

e

At

B

:

Izra�cunamo �se y in dobimo

y(t) =

Ae

At

B(1 + e

At

)

:

Ocenjevanje:

{ Prepis ena�cbe v obliko za integriranje: 2 to�cki.

{ Parcialni ulomki: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Dolo�canje konstante: 2 to�cki.

{ Kon�cna re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo A = B = 1 in y(0) = 1=4. V kolik�snem �casu se bo populacija podvojila?

I�s�cemo �cas t, ko bo y(t) = 1=2.

Re�sitev: Iz a. ugotovimo, da je c = log(1=3), torej

log

 

y

1� y

!

= t+ log(1=3) :

Ko je y = 1=2, dobimo

log(1) = t+ log(1=3) ;

od koder sledi t = log 3.

Ocenjevanje:

{ Dolo�citev konstante: 3 to�cke.

{ Ena�cba za t: 3 to�cke.

{ Pravilno vstavljanje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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5. (20) Naj bodo a, b, c in d poljubni vektorji.

a. (10) Poka�zite, da je

(b; c;d)a� (a; c;d)b+ (a;b;d)c� (a;b; c)d = 0 :

Namig: Zapi�site (a� b)� (c� d) na dva na�cina.

Re�sitev: Napi�simo najprej

(a� b)� (c� d) = (a; c� d)b� (b; c� d)a

= (a; c;d)b� (b; c;d)a

Ker je

(a� b)� (c� d) = �(c� d)� (a� b) ;

je tudi

(a� b)� (c� d) = �(c� d)� (a� b)

= �(a;b; c)d + (a;b;d)c

�

Ce izena�cimo zgornja izraza, dobimo �zeleno enakost.

Ocenjevanje:

{ Prvi razvoj vektorskega produkta: 2 to�cki.

{ Vrstni red v me�sanih produktih: 2 to�cki.

{ Drugi razvoj vektorskega produkta: 2 to�cki.

{ Vrstni red v me�sanih produktih: 2 to�cki.

{ Kon�cni sklep: 2 to�cki.

b. (10) Poka�zite �se, da je

(a� b) � (c� d)� (a� c) � (b� d) + (a� d) � (b� c) = 0 :

Re�sitev: Uporabimo Lagrangeovo enakost in dobimo

(a� b) � (c� d) = (a; c)(b;d)� (a;d)(b; c) :

Podobno dobimo

(a� c) � (b� d) = (a;b)(c;d)� (a;d)(b; c)

in

(a� d) � (b� c) = (a;b)(c;d)� (a; c)(b;d) :

Enakost sledi.

Ocenjevanje:

{ Ideja z Lagrangeovo identiteto: 2 to�cki.

{ Prva uporaba: 2 to�cki.

{ Druga uporaba: 2 to�cki.

{ Tretja uporaba: 2 to�cki.

{ Kon�cni sklep: 2 to�cki.
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6. (20) Naj bosta A in B kvadratni matriki in predpostavite, da sta A in A+B obrnljivi.

a. (10) Poka�zite, da je

(A+B)

�1

B = (I+A

�1

B)

�1

A

�1

B :

Re�sitev: Ra�cunamo

(A+B)

�1

B = (A(I+A

�1

B))

�1

B

= (I+A

�1

B)

�1

A

�1

B

Ocenjevanje:

{ Ideja z izpostavljanjem A: 6 to�ck.

{ Inverz produkta: 4 to�cke.

b. (10) Poka�zite, da je vsak lastni vektor matrike A

�1

B, ki pripada lastni vrednosti � 6= �1

lastni vektor matrike (A+B)

�1

B, ki pripada lastni vrednosti �=(1 + �).

Re�sitev: Ozna�cimo A

�1

B = C in naj bo x lastni vektor C, ki pripada lastni vrednosti �.

Ra�cunamo

(A+B)

�1

Bx = (I+C)

�1

Cx = (I+C)

�1

�x :

Ker je (I+C)x = (1 + �)x, mora biti

x = (1 + �)(I+C)

�1

x

ali

(I+C)

�1

x =

1

1 + �

x ;

torej

(I+C)

�1

Cx =

�

1 + �

x :

Ocenjevanje:

{ Cx = �x: 4 to�ck.

{ Ideja, da je x lastni vektor (I+C)

�1

: 4 to�ck.

{ Kon�cni sklep: 2 to�ck.
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