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1. (20) Zaporedja in limite.

a. (10) V modelu za rast populaij de�niramo zaporedje x

0

; x

1

; : : : s predpisom

x

0

= 1=4 in

x

n+1

= 2x

n

(1� x

n

) :

Poka�zite, da velja 0 � x

n

� 1=2 za vsak n. Poka�zite, da je zaporedje monotono

in sklepajte, da ima limito. Izra�unajte limito.

Namig: Za 0 � x � 1 je x(1� x) � 1=4.

Re�sitev: Najprej poka�zimo, da je 0 � x

n

� 1=2 za vse n. Sklepamo po indukiji.

Trditev velja za x

0

. Reimo, da trditev velja za n. O�itno je x

n+1

� 0, po drugi

strani pa je z upo�stevanjem namiga x

n+1

� 2=4. Ker je x

1

> x

0

, predvidevamo,

da je zaporedje nara�s�ajo�e. Za dokaz opazimo, da je 2(1�x

n

) � 1 za vse n, saj

je vedno 1� x

n

� 1=2. Potem je o�itno x

n+1

� x

n

. Sklepamo, da zaporedje ima

limito x. Ta mora ustrezati ena�bi x = 2x(1� x). Pozitivna re�sitev te ena�be je

x = 1=2.

Oenjevanje:

{ Omejenost: 2 to�ki.

{ Ideja, da je nara�s�ajo�e: 2 to�ki.

{ Dokaz: 2 to�ki.

{ Sklep, da limita obstaja: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte

lim

x!1

x

2

�

log

�

1 +

1

x

�

�

1

x+ 1

�

:

Re�sitev: Uvedimo novo spremenljivko u = 1=x. Ra�unamo

lim

x!1

x

2

�

log

�

1 +

1

x

�

�

1

x + 1

�

= lim

u#0

�

1

u

2

� �

log (1 + u)�

u

1 + u

�

= lim

u#0

�

1

2u

� �

1

1 + u

�

1

(1 + u)

2

�

= lim

u#0

�

1

2u

�

u

(1 + u)

2

=

1

2

:

Oenjevanje:

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Prepis: 2 to�ki.

{ Preverjanje predpostavk za L'Hospitalovo pravilo: 2 to�ki.

{ Odvajanje: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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2. (20) Funkija f : R ! R, de�nirana s predpisom

f(x) =

8

<

:

x

sinh x

za x 6= 0

1 za x = 0,

je neskon�nokrat zvezno odvedljiva na R.

a. (10) Ozna�ite F

0

= 1 in

F

n

=

f

(n)

(0)

n!

za vse n � 1. Poka�zite, da velja

F

0

(2n� 1)!

+

F

2

(2n� 3)!

+ � � �+

F

2n�2

1!

= 0 :

Re�sitev: Ozna�imo g(x) = sinh x. Po de�niiji je f(x)g(x) = x. Za n � 2

odvajamo produkt (2n� 1)-krat. Po Leibnizovem pravilu dobimo

0 = (f(x)g(x))

(2n�1)

j

x=0

=

2n�1

X

k=0

�

2n� 1

k

�

f

(k)

(0)g

(2n�k�1)

(0) :

Upo�stevamo, da so lihi odvodi funkije g(x) enaki osh x, sodi odvodi pa so enaki

sinh x. Sledi

0 =

n�1

X

l=0

�

2n� 1

2l

�

f

(2l)

(0)g

(2n�2l�1)

(0) =

n�1

X

l=0

�

2n� 1

2l

�

f

(2l)

(0) :

Ena�bo delimo z (2n� 1)! in dobimo

n�1

X

l=0

F

2l

(2n� 2l � 1)!

= 0 :

Oenjevanje:

{ Ideja z Leibnizom: 2 to�ki.

{ Odvodi sinhx: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje lihosti v formuli: 2 to�ki.

{ Kraj�sanje: 2 to�ki.

{ Kon�ni rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte f

(5)

(0) in f

(6)

(0).

Re�sitev: Funkija f je soda, zato so vsi lihi odvodi enaki 0. Sledi f

(5)

(0) = 0. Za

f

(6)

(0) uporabimo rekurzivno formulo iz a. dela naloge. Velja

F

0

7!

+

F

2

5!

+

F

4

3!

+

F

6

1!

= 0 :

Potrebujemo torej F

2

in F

4

. Ra�unamo po vrsti.

F

0

3!

+

F

2

1!

= 0 ;
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torej F

2

= �1=3!. Nadaljujemo

F

0

5!

+

F

2

3!

+

F

4

1!

= 0 ;

torej

F

4

=

1

(3!)

2

�

1

5!

:

Kon�no dobimo

F

6

= �

1

7!

+

1

3! � 5!

�

1

(3!)

3

+

1

3! � 5!

:

Pomno�zimo �se z 6! in dobimo

f

(6)

(0) = �

1

7

+ 2�

10

3

= �

31

21

:

Oenjevanje:

{ Ideja z rekurzijo: 2 to�ki.

{ F

2

: 2 to�ki.

{ F

4

: 2 to�ki.

{ F

6

: 2 to�ki.

{ Odvod: 2 to�ki.
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3. (20) Integriranje.

a. (10) Privzemite, da je za poljuben a

Z

1

0

os(ax) e

�x

dx =

1

1 + a

2

in

Z

1

0

sin(ax) e

�x

dx =

a

1 + a

2

:

Poka�zite, da je za poljuben a

Z

1

0

x os(ax) e

�x

dx =

1� a

2

(1 + a

2

)

2

:

Re�sitev: Ozna�imo �zeleni integral z I in integriramo dvakrat per partes.

I =

Z

1

0

x os(ax)e

�x

dx

= �xe

�x

os(ax)

�

�

1

0

+

Z

1

0

(os(ax)� ax sin(ax)) e

�x

dx

=

1

1 + a

2

� a

Z

1

0

x sin(ax)e

�x

dx

=

1

1 + a

2

+ axe

�x

sin(ax)

�

�

1

0

� a

Z

1

0

(sin(ax) + ax os(ax))e

�x

dx

=

1

1 + a

2

�

a

2

1 + a

2

� a

2

I :

Izra�unamo

(1 + a

2

)I =

1� a

2

1 + a

2

:

Oenjevanje:

{ Prvo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�ki.

{ Drugo integriranje per partes: 2 to�ki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte integral

Z

1

1

1�

p

x

(x+

p

x)

2

dx :

Re�sitev: Uvedemo novo spremenljivko x = u

2

. Ra�unamo

Z

1

1

1�

p

x

(x +

p

x)

2

dx =

Z

1

1

2u(1� u)

(u

2

+ u)

2

du

= 2

Z

1

1

1� u

u(u+ 1)

2

du :

Raionalno funkijo razstavimo na parialne ulomke z nastavkom

1� u

u(u+ 1)

2

=

A

u

+

B

u+ 1

+

C

(u+ 1)

2

:
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Pomno�zimo z u in pustimo u ! 0. Sledi A = 1. Pomno�zimo z (u + 1)

2

in

pustimo u! �1. Sledi C = �2. Razberemo �se B = �1. Sledi

2

Z

1

1

1� u

u(u+ 1)

2

du = 2

�

log

�

u

u+ 1

�

+

2

1 + u

�

�

�

�

�

1

1

= 2 log 2� 2 :

Oenjevanje:

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Nastavek za parialne ulomke: 2 to�ki.

{ Koe�ienti: 2 to�ki.

{ Nedolo�eni integrali: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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4. (20) Mo� klimatske naprave je sorazmerna z razliko med nastavljeno temperaturo

T

0

in trenutno temperaturo T . Dotok toplote v prostor pa je sorazmeren razliki med

zunanjo temperaturo T

1

in trenutno temperaturo T . Temperaturo T v prostoru opisuje

diferenialna ena�ba

T

0

= ��(T � T

0

) + �(T

1

� T )

za ustrezni pozitivni konstanti � in �.

a. (10) Poi�s�ite splo�sno re�sitev diferenialne ena�be.

Re�sitev: Diferenialno ena�bo lahko re�sujemo kot linearno diferenialno ena�bo

prvega reda ali pa kot ena�bo z lo�ljivima spremenljivkama. Izberimo si drugi

na�in. Prepi�semo

T

0

�(� + �)T + �T

0

+ �T

1

= 1 :

Z integraijo dobimo

�

1

(� + �)

log

�

� (� + �)T + �T

0

+ �T

1

�

= t�

log 

(� + �)

;

kjer je  > 0 poljubna konstanta. Sledi

�(� + �)T + �T

0

+ �T

1

= e

�(�+�)t

:

Sledi

T =

�T

0

� + �

+

�T

1

� + �

+ Ce

�(�+�)t

;

kjer je C = =(�+ �).

Oenjevanje:

{ Tip ena�be: 2 to�ki.

{ Prepis: 2 to�ki.

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Ena�ba za T : 2 to�ki.

{ Splo�sna re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo za�etna temperatura v trenutku t = 0 enaka T

2

. Poi�s�ite re�sitev

ena�be in ugotovite, kje se bo ustalila temperatura, ko t!1.

Re�sitev: V splo�sni re�sitvi vstavimo t = 0. Za konstanto C dobimo ena�bo

T

2

=

�T

0

� + �

+

�T

1

� + �

+ C :

Sledi

C = T

2

�

�T

0

� + �

�

�T

1

� + �

;

torej

T = T

2

e

�(�+�)t

+ (1� e

�(�+�)t

)

�

�T

0

� + �

�

�T

1

� + �

�

:

Ko t!1, temperatura konvergira proti

�T

0

� + �

+

�T

1

� + �

:

Oenjevanje:

{ Vstavljanje t = 0: 2 to�ki.

{ Izra�un C: 2 to�ki.

{ Pretvarjanje: 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.
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5. (20) Dana naj bosta vektorja a in b, taka da je (a;b) 6= �1. Poiskati �zelimo

vektorja x in y, ki ustrezata ena�bama

a� x+ y = b

b� y + x =  ;

kjer je  dan vektor.

a. (10) Poka�zite, da velja

(a;b) x� (b;x) a + x =  :

Re�sitev: Iz prve ena�be izrazimo y = b � a � x in vstavimo v drugo ena�bo.

Dobimo

b� (b� a� x) + x =  :

Levo stran pretvorimo v

b� b + (a� x)� b = (a;b) x� (b;x) a ;

kar je �ze �zelena ena�ba.

Oenjevanje:

{ Ideja izraziti y iz prve ena�be: 4 to�ke.

{ Uporaba pravila za (a� b)� : 4 to�ke.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izrazite x in y z a, b in .

Namig: Uporabite a., tudi �e trditve ne znate dokazati.

Re�sitev: Iz a. razberemo, da potrebujemo le �se (b;x). Drugo ena�bo pomno�zimo

skalarno z b in upo�stevamo linearnost skalarnega produkta in dejstvo, da je b�y

pravokoten na b. Ostane (x;b) = (;b). Sledi

x =

+ (;b) a

1 + (a;b)

:

Ko enkrat imamo x lahko izrazimo �se y iz prve ena�be. Dobimo

y = b�

a� 

1 + (a;b)

:

Oenjevanje:

{ Opa�zanje, da manjka samo (b; x): 2 to�ki.

{ Uporaba druge ena�be za izra�un (b;x): 4 to�ke.

{ Izra�un x: 2 to�ki.

{ Izra�un y 2 to�ki.
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6. (20) Naj bosta dani matriki

A =

0

B

B

�

a 0 1 0

a a 1 1

a

2

0 1 1

�2a 0 �2 1

1

C

C

A

in B =

0

B

B

�

2 0 1 �a

1 a 0 a+ 1

0 0 1 �a� 2

4 0 2 a

2

1

C

C

A

:

a. (10) Poi�s�ite tiste vrednosti a 2 R, za katere imata matriki A in B razli�en rang.

Re�sitev: Za obe matriki izvedemo Gaussov postopek. Obakrat je smiselno najprej

zamenjati prvi in tretji stolpe. Ra�unamo

0

B

B

�

1 0 a 0

1 a a 1

1 0 a

2

1

�2 0 �2a 1

1

C

C

A

!

0

B

B

�

1 0 a 0

0 a 0 1

0 0 a

2

� a 1

0 0 0 1

1

C

C

A

in

0

B

B

�

1 0 2 �a

0 a 1 a + 1

1 0 0 �a� 2

2 0 4 a

2

1

C

C

A

:!

0

B

B

�

1 0 2 �a

0 a 1 a + 1

0 0 �2 �2

0 0 0 a

2

+ 2a

1

C

C

A

:

Rang matrike A je 4, �e je a razli�en od 0 ali 1.

�

Ce je a = 0, je rang enak 2, �e

je a = 1, je rang enak 3. Za matriko B je rang enak 2, �e je a = 0, enak 3, �e

je a = �2 in enak 4, �e je a razli�en od 0 ali �2. Ranga sta razli�na pri a = 1

ali a = �2.

Oenjevanje:

{ Gaussov postopek za A: 2 to�ki.

{ Gaussov postopek za B: 2 to�ki.

{ Rang A v odvisnosti od a: 2 to�ki.

{ Rang B v odvisnosti od a: 2 to�ki.

{ Kdaj sta ranga razli�na: 2 to�ki.

b. (10) Naj bo a = 0. Poi�s�ite vse vektorje x, za katere velja Ax = Bx = 0.

Re�sitev: Poi�s�imo najprej vektorje, za katere je Ax = 0. Gaussov postopek se

ustavi pri

0

B

B

�

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

1

C

C

A

Rang matrike je 2, zato bosta prostor re�sitev napenjala linearno neodvisna vek-

torja. O�itno si x

2

in x

3

lahko poljubno izberemo, tako da bodo vse re�sitve oblike

(x

1

; x

2

; 0; 0) (Pri Gaussovem postopku smo zamenjali prvi in tretji stolpe, �esar

se zdaj moramo spomniti!).

�

Ce �zelimo, da velja tudi Bx = 0, z mno�zenjem do-

bimo, da mora veljati x

1

= 0, x

2

pa je lahko poljuben. Vsi iskani vektorji bodo

oblike x = (0; x; 0; 0) za poljuben x.

Oenjevanje:

{ Ideja z jedrom A: 2 to�ki.

{ Razse�znost jedra A: 2 to�ki.

{ Jedro: 2 to�ki.

{ Vstavljanje v B: 2 to�ki.

{ Kon�ni x: 2 to�ki.
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