FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 1
Pisni izpit
15. junij 2004

Ime in priimek: Vpisna §t" ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

bodo samo reSitve
redna po 10 tock,

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite reSevanja. Veljgh
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 6, vsaka ima dva dela, ki #
torej skupaj 20 tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Zaporedja, limite.

a. (10) Zaporedje x1,zs,... naj bo dano rekurzivno z z; = /5 in 2., = \/57,,.
Pokazite, da je zaporedje omejeno s 5 in narascajoce. Sklepajte, da ima limito
in jo izraCunajte.

Regitev: Ocitno je x,, > 0 za vse n. Omejenost dokazZemo z matematiéno induk-
cijo. Velja v1 < 5. Ce je x, <5, je

Tptl = VoI, <VH-H=5H.

Tudi to, da je zaporedje naraséajoce dokaZemo z indukcijo. Ocitno je xo > x1.
Ce je x, > x,_1, je tudi

Tpy1 — Ty = \/55511 - \/5xn—1 >0,
torej je rp41 > T,. Vsako omejeno naraséajoce zaporedje ima limito. Oznacimo

lim z, ==x.
n—r00

Stevilo © mora zadoscati enacbi
Tr=VoT.

Regitvi sta 0 in 5, vendar pride v postev le 5. Sledi

lim z, =5.
n—oo

Ocenjevanje:

— Omejenost: 2 tocki.

— Naraséanje: 2 tocki.

— Sklep, da limita obstaja: 2 tock:.
— Enacéba za limito: 2 tocki.

— Limita: 2 tocki.

b. (10) Izrac¢unajte

2 1 2
li — — .
xlg(l) ((1—x2) 2 (1_$2)% \/1—x2x2>

Resitev: Opazimo, da je

lim ——— =1
x—0 (1 _ IL‘Z)E

tako da lahko to limito dodamo na koncu. Poenostavimo

< 2 2 >:2(1—M)_
(1-2%) 2> V1-222? (1—22) 22
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Ker (1 —2%) — 1, ko x — 0, lahko racunamo

2(1 — /1 —22) 2(1 — 1 —22)(1 + /1 — 22)

M e B =TT
2(1— (1 —2%)

lim
20 22(1 4+ /1 — 2?)

2
lim ———
r—0 1+1/1—£L‘2

= 1.

Sledi

lim — — =0.

Ocenjevanje:

— Srednji élen odveé: 2 toéki.

— Poenostavljanje: 2 toéki.

— Mnozenje in deljenje (ali L’Hospital): 2 tocki.
— Vmesna limita: 2 tocki.

— Konéna limita: 2 toéki.
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2. (20) Naj bo 0 < a < 1. Naj bo

Definirajte

a. (10) Pokazite, da je zy edina stacionarna tocka funkcije f(z) na R.

Namig: Inverzna funkcija hiperbolicnega tangensa je
1 1+y
=-1 — ).
9(y) = 5 log <1 - y)

Resitev: Odvajamo in dobimo
f'(z) = e™*( — sinh(az) + acosh(ax)) .
Stacionarne tocke bodo tiste, za katere bo

— sinh(az) + a cosh(az) = 0

ali
tgh(az) =a.
Inverzna funkcija hiperbolicnega tangensa je
1 1+y
— Zlog [ —Z
9(y) = 5 log <1 _y) :
torej mora biti
1 l1+a
ar = —log
2 1—a

ali

To je edina stacionarna tocka, ker je tgh(ax) strogo narascéajoca funkcija.
Ocenjevanje:

— Odvod: 2 tocki.

— FEnacba za x: 2 tocki.

— Definicija hiperboliénih funkcij: 2 tocki.
— Vstavljanje xg: 2 toéki.

. Sklep, da je zo edina stacionarna tocka.
b. (10) Utemeljite, da je x5 maksimum funkcije f(z) na R.
Resitev: Prepisimo odvod
f'(z) = e~ ( — sinh(az) + acosh(az)) = e~ cosh(az)(a — tgh(azx)).

Ker je tgh(ax) strogo naraséajoca na R, je odvod pozitiven na (—oo, zg) in ne-
gativen na (xy,00). To pomeni, da je xy absolutni maksimum. Graf funkeije je
na sliki.
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Graf funkeije f()

Sl. 1 Graf funkeije f(z).

Ocenjevanje:

— Ideja, da je sredstvo odvod: 2 tocki.

— Prepis odvoda: 2 toéki.

— DMonotonost tangensa: 2 tocki.

— Intervali naraséanja in padanja: 2 tocéki.

— Sklep o absolutnem maksimumu: 2 toéki.
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3. (20) Integrali.

a. (10) Kot znano privzemite, da je

/ e~ 2dy = V2T,

e 2
/ 222 dy .
—00

[zracunajte

Namig: F(r) =x".

Resitev: Racunamo per partes.

o0 2 o0 2
/ PBe Ay = / 2 ze " 2 dy
— 00 —0

= —x76*x2/2|‘i°oo + 7/ 28 e 2 dy

—0o0

= 7< - x56_x2/2|iooo + 5/ atem 2 dx)

= 35/ wte 2 dx

o0

= 105 / 22e 2 dg

= 105/ e /2 dx

= 105-v2m.

Ocenjevanje:

— Ideja s per partes: 2 tocki.
— Prui per partes: 2 toéki.
— Vstavljanje mej: 2 toéki.
— Ostali per partes: 2 toéki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte integral
/°° dz
1 xz\/ 20 — 1 '

Namig: 2z — 1 =u?in 1 =1—u?+u? v §tevcu v pravem trenutku.
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Resitev: Izberimo novo spremenljivko 2x — 1 = u?, torej do = uwdu. Racunamo

/°° dx _
1 .CL’2\/ 20 — 1 B

Ocenjevanje:

— Nova spremenljivka: 2 toéki.

— Vstavljanje mej: 2 tocki.

— Pristevanje in odstevanje u?: 2 tocki,
— Integracija per partes: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

*© dudu
/1 (14 u?)?u
A /°° (1+u? —u?)du
! (1+u?)?
2u? du

1wt anep

2( u °°+ *  du >
r—9of - " _aw
(T+w?)|, Ji (1+u?)

1 =«
) Y i
™ (2+4)
T_1.

2
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4. (20) Telo vrzemo navpic¢no navzgor s povr§ja zemlje. Oznacimo hitrost telesa v
trenutku ¢ z v(t). Ko bo telo zacelo padati nazaj proti zemlji, bo hitrost negativna.
Ob upostevanju zracnega upora, bo hitrost telesa opisovala diferencialna enacba

mv = —mg — kv,
kjer je m masa telesa, g zemeljski pospesek in £ konstanta.
a. (10) Poiscite resitev enacbe, ki ustreza zacetnemu pogoju v(0) = vy > 0.

Resitev: Enacba je nehomogena linearna prvega reda. Homogena resitev je v(t) =
e ¥/ Za nehomogeno enacbo poskusimo s konstanto. Hitro se prepricamo, da
je konstanta —mg/k partikularna resitev enacbe. Splosna resitev bo torej

za neko konstanto c. Ustreci moramo Se zacetnemu pogoju, torej

vo = v(0) :—%+c.

Sleds
—kt/m @(1 . e—kzt/m) )

v(t) = vge
Ocenjevanje:

— Homogeni del: 2 tocki.

— Partikularna resitev: 2 tocki.

— Upostevanje zaletnega pogoja: 2 toéki.
— Konstanta: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.
b. (10) Kako visoko bo telo, ko bo doseglo najvisjo tocko svoje trajektorije?

Namig: V trenutku t bo telo na visini fot v(s)ds. Koliksna bo v tistem trenutku
histrost telesa?

Regitev: Oznacimo z z(t) oddaljenost telesa od povrsja zemlje v trenutku t > 0.
Ker poznamo hitrost telesa, lahko zapisemo

z(t) = /0’5 v(s)ds
= /Ot (vge’ks/m — %(1 — e’ks/m)) ds

= S ey - 2R - (1 )
kmuvy + mg Zkt/my TGt
S - G ey o

Oznacimo trenutek, ko bo telo najvisje, s ty. Hitrost v tem trenutku bo enaka 0,

torej mora veljati

0 = ero—kto/m — %(1 — e_kto/m) .
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Sledi mg mg
7kt0/m I Y
e (’Uo + 2 ) 2
ali
m vok + mg
to = —log
k mg
Najvisja tocka bo torej
kEmugy + mg(1 B e’kt‘)/m) _ mgty _ muy m2g log vok +mg
k? k k k? mg
Ocenjevanje:

— Integriranje: 2 tocki.

— Enaéba za tg: 2 tocki.

— to: 2 tocki.

— Ideja z vstavljanjem to: 2 tocki.

— Najveéja visina: 2 tocki.
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5. (20) Naj bosta e in x enotska vektorja v prostoru, ki nista kolinearna.

a. (10) Definirajte vektor y kot linearno kombinacijoy = A\(x — (e, x) e) + (e x x).
Izrazite dolZino vektorja y in mesani produkt (x,y,e) z A, p in (e, x).

Regitev: Ker sta x — (e,x) e in e X x pravokotna, dolZino vektorja 'y izrac¢unamo

kot
(v,y) = M(x—(e,x)e,x— (e,x)e) + u*(e x x,e x x)
= X1 (%)) + (1~ (e%))
= (N +4°)(1- (e,x)?)

Za izracun (x,y,e) vstavimo y = Ax — (e,x)e) + u(e x x). Ce uporabimo
linearnost mesanega produkta v vsaki spremenljivki, dobimo, da je

(x,y,e) = (x,u(e x x),e).
Racunamo

(x,y,e) = (x,A(x—(e,x)e)+ u(e x x),e)
= u(x,e x x,e)
= —u(x,e,e xx)
= ule, x,e x x)
= ple xx,e x x)
= (1= (ex)).

Ocenjevanje:

— Ideja z (y,y): 2 tocki.

— Izraéun: 2 tocki.

— Ideja z menjavanjem vrstnega reda: 2 tocki.
— Izpostavljanje p: 2 tocék:.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Poiscite vektor y dolzine /1 — (e,x)2, ki je pravokoten na e, oklepa kot
/4 7 vektorjem x — (e, x) e in velja (x,y,e) > 0.

Namig: Iskani vektor lahko izrazite kot linearno kombinacijo vektorjev x—(e,x) e
m e X X.

Regitev: Vektorja x — (e,x) e in e X X napenjata ravnino, ki j pravokotna na e,
zato lahko iscemo vektor 'y z nastavkom

y = Ax—(e,x)e) + pe x x).
Po a. je dolZina vektorja y enaka

V2 +2)(1 = (e,x)?).

Veljati mora torej
N4 =1.

10
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Vektor y mora z x — (e,x) e oklepati kot w/4. To pomeni, da mora biti

(v, x—(e.x)e) V2

lyllx—(e,x)el 2

Vstavimo y = A(x — (e,x) e) + u(e x x) in sledi

A1 - (e,x)?) V2

1—(e,x)2 2
torej A = \/2/2. Posledi¢no je j = ++/2/2. Po a. je e
(x,7,€) = ule x x. X x).

Sledi p > 0. Iskani vektor je

_ V2

Y= (x—(e;x)e+exx).

Ocenjevanje:
— Ideja z (y,y): 2 tocki.
— Izraéun dolzZine y: 2 tocéki.
— Formula za kosinus kota: 2 tocki.

— Konstanta \: 2 tocki.

— konstanta p: 2 tocki.

11
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6. (20) Matrika X(2 x 2) ustreza enacbi

(2 o)xx( )= 1)

a. (10) Poisc¢ite matriko X.
<x1 xQ)
s T4

in prepisite enacho s temi oznakami.

X = <5”1 x2> .
rs T4

Z temi oznakami zgornjo enacbo lahko prepisemo v sistem linearnih enacb

Namig: Zapisite

Resitev: Zapisimo

rL — T + I3 = 1
2r, + + T3 — T4 = 1

r1 + T2 + 14 = 1
21’2 + + x5 + 14 = —1

Po Gaussovem postopku predelamo razsirjeno matriko v

1 -1 1 0 1 1 -1 1 0 1
201—11_>02—1—1—1_>
1 1 0 1 1 0 2 -1 1 0
0 2 1 1 -1 0o 2 1 1 -1
1 -1 1 0 1
_>02—1—1—1
o 0 o0 2 1
o 0 2 2 0

Iz tega razberemo, da je resitev
1 -1/2
X= (-1/2 1/2 ) '

Ocenjevanje:

— Mnozenje matrik: 2 tocki.

— Prepis v sistem: 2 toyki.

— Gaussov postopek: 2 toéki.
— Resevanje sistema: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocéki.
b. (10) Je z zgornjo enacbo matrika X enoli¢cno dolocena?

Resitev: Rang matrike sistema linearnih enacb je enak 4, torej je dimenzija jedra
matrike sistema linearnih enacb enaka 0. Sistem je enolicno resljiv.

Ocenjevanje:

— Ustrezna utemeljitev: 10 toék.
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