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1. (20) Zaporedja, limite.

a. (10) Zaporedje x

1

; x

2

; : : : naj bo dano rekurzivno z x

1

=

p

5 in x

n+1

=

p

5x

n

.

Poka�zite, da je zaporedje omejeno s 5 in nara�s�ajo�e. Sklepajte, da ima limito

in jo izra�unajte.

Re�sitev: O�itno je x

n

> 0 za vse n. Omejenost doka�zemo z matemati�no induk-

ijo. Velja x

1

� 5.

�

Ce je x

n

� 5, je

x

n+1

=

p

5x

n

�

p

5 � 5 = 5 :

Tudi to, da je zaporedje nara�s�ajo�e doka�zemo z indukijo. O�itno je x

2

> x

1

.

�

Ce je x

n

> x

n�1

, je tudi

x

n+1

� x

n

=

p

5x

n

�

p

5x

n�1

> 0 ;

torej je x

n+1

> x

n

. Vsako omejeno nara�s�ajo�e zaporedje ima limito. Ozna�imo

lim

n!1

x

n

= x :

�

Stevilo x mora zado�s�ati ena�bi

x =

p

5x :

Re�sitvi sta 0 in 5, vendar pride v po�stev le 5. Sledi

lim

n!1

x

n

= 5 :

Oenjevanje:

{ Omejenost: 2 to�ki.

{ Nara�s�anje: 2 to�ki.

{ Sklep, da limita obstaja: 2 to�ki.

{ Ena�ba za limito: 2 to�ki.

{ Limita: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte

lim

x!0

 

2

(1� x

2

) x

2

�

1

(1� x

2

)

3

2

�

2

p

1� x

2

x

2

!

:

Re�sitev: Opazimo, da je

lim

x!0

1

(1� x

2

)

3

2

= 1 ;

tako da lahko to limito dodamo na konu. Poenostavimo

�

2

(1� x

2

) x

2

�

2

p

1� x

2

x

2

�

=

2(1�

p

1� x

2

)

(1� x

2

) x

2

:

2
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Ker (1� x

2

)! 1, ko x! 0, lahko ra�unamo

lim

x!0

2(1�

p

1� x

2

)

x

2

= lim

x!0

2(1�

p

1� x

2

)(1 +

p

1� x

2

)

x

2

(1 +

p

1� x

2

)

= lim

x!0

2(1� (1� x

2

))

x

2

(1 +

p

1� x

2

)

= lim

x!0

2

1 +

p

1� x

2

= 1 :

Sledi

lim

x!0

 

2

(1� x

2

) x

2

�

1

(1� x

2

)

3

2

�

2

p

1� x

2

x

2

!

= 0 :

Oenjevanje:

{ Srednji �len odve�: 2 to�ki.

{ Poenostavljanje: 2 to�ki.

{ Mno�zenje in deljenje (ali L'Hospital): 2 to�ki.

{ Vmesna limita: 2 to�ki.

{ Kon�na limita: 2 to�ki.

3



Matematika 1, 2003/2004, T. Novak, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, A. Turn�sek

2. (20) Naj bo 0 < a < 1. Naj bo

f(x) = e

�x

sinh(ax) :

De�nirajte

x

0

=

1

2a

log

�

1 + a

1� a

�

:

a. (10) Poka�zite, da je x

0

edina staionarna to�ka funkije f(x) na R.

Namig: Inverzna funkija hiperboli�nega tangensa je

g(y) =

1

2

log

�

1 + y

1� y

�

:

Re�sitev: Odvajamo in dobimo

f

0

(x) = e

�x

�

� sinh(ax) + a osh(ax)

�

:

Staionarne to�ke bodo tiste, za katere bo

� sinh(ax) + a osh(ax) = 0

ali

tgh(ax) = a :

Inverzna funkija hiperboli�nega tangensa je

g(y) =

1

2

log

�

1 + y

1� y

�

;

torej mora biti

ax =

1

2

log

�

1 + a

1� a

�

ali

x =

1

2a

log

�

1 + a

1� a

�

:

To je edina staionarna to�ka, ker je tgh(ax) strogo nara�s�ajo�a funkija.

Oenjevanje:

{ Odvod: 2 to�ki.

{ Ena�ba za x: 2 to�ki.

{ De�niija hiperboli�nih funkij: 2 to�ki.

{ Vstavljanje x

0

: 2 to�ki.

{ Sklep, da je x

0

edina staionarna to�ka.

b. (10) Utemeljite, da je x

0

maksimum funkije f(x) na R.

Re�sitev: Prepi�simo odvod

f

0

(x) = e

�x

�

� sinh(ax) + a osh(ax)

�

= e

�x

osh(ax)

�

a� tgh(ax)

�

:

Ker je tgh(ax) strogo nara�s�ajo�a na R, je odvod pozitiven na (�1; x

0

) in ne-

gativen na (x

0

;1). To pomeni, da je x

0

absolutni maksimum. Graf funkije je

na sliki.
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Graf funkcije f(x)

Sl. 1 Graf funkije f(x).

Oenjevanje:

{ Ideja, da je sredstvo odvod: 2 to�ki.

{ Prepis odvoda: 2 to�ki.

{ Monotonost tangensa: 2 to�ki.

{ Intervali nara�s�anja in padanja: 2 to�ki.

{ Sklep o absolutnem maksimumu: 2 to�ki.
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3. (20) Integrali.

a. (10) Kot znano privzemite, da je

Z

1

�1

e

�x

2

=2

dx =

p

2� :

Izra�unajte

Z

1

�1

x

8

e

�x

2

=2

dx :

Namig: F (x) = x

7

.

Re�sitev: Ra�unamo per partes.

Z

1

�1

x

8

e

�x

2

=2

dx =

Z

1

�1

x

7

� xe

�x

2

=2

dx

= �x

7

e

�x

2

=2

j

1

�1

+ 7

Z

1

�1

x

6

e

�x

2

=2

dx

= 7

�

� x

5

e

�x

2

=2

j

1

�1

+ 5

Z

1

�1

x

4

e

�x

2

=2

dx

�

= 35

Z

1

�1

x

4

e

�x

2

=2

dx

= 105

Z

1

�1

x

2

e

�x

2

=2

dx

= 105

Z

1

�1

e

�x

2

=2

dx

= 105 �

p

2� :

Oenjevanje:

{ Ideja s per partes: 2 to�ki.

{ Prvi per partes: 2 to�ki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�ki.

{ Ostali per partes: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Izra�unajte integral

Z

1

1

dx

x

2

p

2x� 1

:

Namig: 2x� 1 = u

2

in 1 = 1� u

2

+ u

2

v �stevu v pravem trenutku.
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Re�sitev: Izberimo novo spremenljivko 2x� 1 = u

2

, torej dx = u du. Ra�unamo

Z

1

1

dx

x

2

p

2x� 1

=

Z

1

1

4u du

(1 + u

2

)

2

u

= 4

Z

1

1

(1 + u

2

� u

2

) du

(1 + u

2

)

2

= 4

Z

1

1

du

(1 + u

2

)

� 2

Z

1

1

2u

2

du

(1 + u

2

)

2

= � � 2

�

�

u

(1 + u

2

)

�

�

�

�

1

1

+

Z

1

1

du

(1 + u

2

)

�

= � � 2(

1

2

+

�

4

)

=

�

2

� 1 :

Oenjevanje:

{ Nova spremenljivka: 2 to�ki.

{ Vstavljanje mej: 2 to�ki.

{ Pri�stevanje in od�stevanje u

2

: 2 to�ki,

{ Integraija per partes: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.
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4. (20) Telo vr�zemo navpi�no navzgor s povr�sja zemlje. Ozna�imo hitrost telesa v

trenutku t z v(t). Ko bo telo za�elo padati nazaj proti zemlji, bo hitrost negativna.

Ob upo�stevanju zra�nega upora, bo hitrost telesa opisovala diferenialna ena�ba

m _v = �mg � kv ;

kjer je m masa telesa, g zemeljski pospe�sek in k konstanta.

a. (10) Poi�s�ite re�sitev ena�be, ki ustreza za�etnemu pogoju v(0) = v

0

> 0.

Re�sitev: Ena�ba je nehomogena linearna prvega reda. Homogena re�sitev je v(t) =

e

�kt=m

. Za nehomogeno ena�bo poskusimo s konstanto. Hitro se prepri�amo, da

je konstanta �mg=k partikularna re�sitev ena�be. Splo�sna re�sitev bo torej

v(t) = �

mg

k

+ e

�kt=m

za neko konstanto . Ustre�i moramo �se za�etnemu pogoju, torej

v

0

= v(0) = �

mg

k

+  :

Sledi

v(t) = v

0

e

�kt=m

�

mg

k

(1� e

�kt=m

) :

Oenjevanje:

{ Homogeni del: 2 to�ki.

{ Partikularna re�sitev: 2 to�ki.

{ Upo�stevanje za�etnega pogoja: 2 to�ki.

{ Konstanta: 2 to�ki.

{ Re�sitev: 2 to�ki.

b. (10) Kako visoko bo telo, ko bo doseglo najvi�sjo to�ko svoje trajektorije?

Namig: V trenutku t bo telo na vi�sini

R

t

0

v(s) ds. Kolik�sna bo v tistem trenutku

histrost telesa?

Re�sitev: Ozna�imo z x(t) oddaljenost telesa od povr�sja zemlje v trenutku t � 0.

Ker poznamo hitrost telesa, lahko zapi�semo

x(t) =

Z

t

0

v(s) ds

=

Z

t

0

�

v

0

e

�ks=m

�

mg

k

(1� e

�ks=m

)

�

ds

=

v

0

m

k

(1� e

�kt=m

)�

mg

k

(t�

m

k

(1� e

�kt=m

))

=

kmv

0

+mg

k

2

(1� e

�kt=m

)�

mgt

k

:

Ozna�imo trenutek, ko bo telo najvi�sje, s t

0

. Hitrost v tem trenutku bo enaka 0,

torej mora veljati

0 = v

0

e

�kt

0

=m

0

�

mg

k

(1� e

�kt

0

=m

) :

8
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Sledi

e

�kt

0

=m

(v

0

+

mg

k

) =

mg

k

ali

t

0

=

m

k

log

�

v

0

k +mg

mg

�

:

Najvi�sja to�ka bo torej

kmv

0

+mg

k

2

(1� e

�kt

0

=m

)�

mgt

0

k

=

mv

0

k

�

m

2

g

k

2

log

�

v

0

k +mg

mg

�

:

Oenjevanje:

{ Integriranje: 2 to�ki.

{ Ena�ba za t

0

: 2 to�ki.

{ t

0

: 2 to�ki.

{ Ideja z vstavljanjem t

0

: 2 to�ki.

{ Najve�ja vi�sina: 2 to�ki.
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5. (20) Naj bosta e in x enotska vektorja v prostoru, ki nista kolinearna.

a. (10) De�nirajte vektor y kot linearno kombinaijo y = �(x� (e;x) e)+�(e�x).

Izrazite dol�zino vektorja y in me�sani produkt (x;y; e) z �, � in (e;x).

Re�sitev: Ker sta x� (e;x) e in e�x pravokotna, dol�zino vektorja y izra�unamo

kot

(y;y) = �

2

(x� (e;x) e;x� (e;x) e) + �

2

(e� x; e� x)

= �

2

(1� (e;x)

2

) + �

2

(1� (e;x)

2

)

= (�

2

+ �

2

)(1� (e;x)

2

) :

Za izra�un (x;y; e) vstavimo y = �(x � (e;x) e) + �(e � x).

�

Ce uporabimo

linearnost me�sanega produkta v vsaki spremenljivki, dobimo, da je

(x;y; e) = (x; �(e� x); e) :

Ra�unamo

(x;y; e) = (x; �(x� (e;x) e) + �(e� x); e)

= �(x; e� x; e)

= ��(x; e; e� x)

= �(e;x; e� x)

= �(e� x; e� x)

= �(1� (e;x)

2

) :

Oenjevanje:

{ Ideja z (y; y): 2 to�ki.

{ Izra�un: 2 to�ki.

{ Ideja z menjavanjem vrstnega reda: 2 to�ki.

{ Izpostavljanje �: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Poi�s�ite vektor y dol�zine

p

1� (e;x)

2

, ki je pravokoten na e, oklepa kot

�=4 z vektorjem x� (e;x) e in velja (x;y; e) > 0.

Namig: Iskani vektor lahko izrazite kot linearno kombinaijo vektorjev x�(e;x) e

in e� x.

Re�sitev: Vektorja x� (e;x) e in e� x napenjata ravnino, ki j pravokotna na e,

zato lahko i�s�emo vektor y z nastavkom

y = �(x� (e;x) e) + �(e� x) :

Po a. je dol�zina vektorja y enaka

p

(�

2

+ �

2

)(1� (e;x)

2

) :

Veljati mora torej

�

2

+ �

2

= 1 :

10



Matematika 1, 2003/2004, T. Novak, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, A. Turn�sek

Vektor y mora z x� (e;x) e oklepati kot �=4. To pomeni, da mora biti

(y;x� (e;x) e)

jyj jx� (e;x) ej

=

p

2

2

:

Vstavimo y = �(x� (e;x) e) + �(e� x) in sledi

�(1� (e;x)

2

)

1� (e;x)

2

=

p

2

2

;

torej � =

p

2=2. Posledi�no je � = �

p

2=2. Po a. je �se

(x;y; e) = �(e� x; e� x) :

Sledi � > 0. Iskani vektor je

y =

p

2

2

�

x� (e;x) e+ e� x

�

:

Oenjevanje:

{ Ideja z (y; y): 2 to�ki.

{ Izra�un dol�zine y: 2 to�ki.

{ Formula za kosinus kota: 2 to�ki.

{ Konstanta �: 2 to�ki.

{ konstanta �: 2 to�ki.
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6. (20) Matrika X(2� 2) ustreza ena�bi

�

2 1

2 2

�

X�X

�

1 �1

1 1

�

=

�

1 1

1 �1

�

:

a. (10) Poi�s�ite matriko X.

Namig: Zapi�site

X =

�

x

1

x

2

x

3

x

4

�

in prepi�site ena�bo s temi oznakami.

Re�sitev: Zapi�simo

X =

�

x

1

x

2

x

3

x

4

�

:

Z temi oznakami zgornjo ena�bo lahko prepi�semo v sistem linearnih ena�b

x

1

� x

2

+ x

3

= 1

2x

1

+ + x

3

� x

4

= 1

x

1

+ x

2

+ x

4

= 1

2x

2

+ + x

3

+ x

4

= �1

:

Po Gaussovem postopku predelamo raz�sirjeno matriko v

0

B

B

�

1 �1 1 0 1

2 0 1 �1 1

1 1 0 1 1

0 2 1 1 �1

1

C

C

A

!

0

B

B

�

1 �1 1 0 1

0 2 �1 �1 �1

0 2 �1 1 0

0 2 1 1 �1

1

C

C

A

!

!

0

B

B

�

1 �1 1 0 1

0 2 �1 �1 �1

0 0 0 2 1

0 0 2 2 0

1

C

C

A

:

Iz tega razberemo, da je re�sitev

X =

�

1 �1=2

�1=2 1=2

�

:

Oenjevanje:

{ Mno�zenje matrik: 2 to�ki.

{ Prepis v sistem: 2 to�vki.

{ Gaussov postopek: 2 to�ki.

{ Re�sevanje sistema: 2 to�ki.

{ Rezultat: 2 to�ki.

b. (10) Je z zgornjo ena�bo matrika X enoli�no dolo�ena?

Re�sitev: Rang matrike sistema linearnih ena�b je enak 4, torej je dimenzija jedra

matrike sistema linearnih ena�b enaka 0. Sistem je enoli�no re�sljiv.

Oenjevanje:

{ Ustrezna utemeljitev: 10 to�k.
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